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Bild I. Fließkurven konzentrierter landwirtschaft
licher Futtermischungen bei laminarer Rohr
strömung (s. Tafel I) 
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Bild 2. Ordnungsschema von Potenzgesetzen 
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Landwirtschaftliche Suspensionen, z. B. fließfähige Futtermischungen, 
Gülle, Klär- und Bioschlamm, haben zumeist pseudoplastisches (1'0 = 0) 
oder nichtlinearplastisches (1'0> 0) Fließverhahen [J] (Bild 1), das mit 
Hilfe von Potenzgesetzen am einfachsten beschrieben werden kann 
(Bild 2). Dabei werden die Ansätze von Ostwald und de Waele für 

To = .0 : T = k (~ r (I) 

und von Herschel/Bulkley für 

TO > 0 : T = To + k ( ~~ r (2) 

sowie das Bingham-Gesetz am häufigsten angewendet. 
Das Casson-Gesetz ist für viele konzentrierte landwirtschaftliche Sus
pensionen nicht verwendbar [1]. 
Die Integration von GI. (I) führt zu einer einfachen Druckverlust-Durch
satz-Beziehung (4) und bietet für die praktische Anwendung ~eine 
Probleme [1]. Die Anwendung von GI. (2) für die laminare Rohrströmung 
wurde von Bauckhage [2] und Eckstädt [3) gezeigt, wobei die Berechnung 
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-Bild 3. Laminarströmunll plastischer Medien im Rohr: P Pfropfen 

des Druckverlustes jedoch mit erheblichem Rechenaufwand verbunden 
ist. 

. Daher wird bei praktischen Berechnungen im Betrieb und in der 
Projektierung oft vereinfachend TIJ = 0 angenommen, zumal die re
produzierbare Bestimmung von TO , insbesondere bei konzentrierten 
Suspensionen, problematisch ist. 
Im folgenden wird eine vereinfachte Näherungsberechnung zur Bestim
mung des Druckverlustes auf der Grundlage des Herschel-Bulkley
Gesetzes gezeigt und anhand praktischer Beispiele diskutiert. 

2. Rohrströmungsberechnung für TO > 0 

2./. Exakte Berechnung der Druckverluste 
Wird GI. (I) in die allgemeine Gleichung der laminaren Rohrströmung 

'" 

(~) = 4 V, = ~ \. rf(T) dT 
dr N Tl R T". 

(3) 

eingesetzt, so erhält man für pseudoplastische Medien die Druckverlust
Durchsatz-Beziehung [4] : 

I .\".1 

Tl( t:J.p )'! ( n) " V(t:J./J) = . . .- d 
8 t:J./4k 311+ I 

(4) 

Analog ergibt sich mit GI. (2) [2]: 

H 

V(t:J.fI) = V" + 2Tl \ n(r) dr 

" 

Tl ( T". ) '~ .' ( T") 1 • :, - -- d 1- -
8 k T" 

[ 

2nJ + 3n1 + n + 2 ~ (n' + r/) + 2n1 (~I) 1 ] 
T" T", 

(3n + I) (2n + I) (n + I ) 
(5) 

mit Vo als Pfropfenströmung (Bild 3). 
GI. (5) wurde von Eckstädt [3] in anderer Form beschrieben und nach 
Einführung der Rohrreibungszahl 

t:J.p 2d 
). - - 

I - t:J.lp"; 

sowie der verallgemeinerten Reynoldszahl 

"; -n d" P 
Re = 

n k 

und der dimensions losen Kennzahl 

' TO 

A = p"; 

(6) 

(7) 

ergab sich ein Widerstandsgesetz A = f (Ren, A, n), in dem die gesuchte 
Rohrreibungszahl mehrfach implizit enthalten ist und nur durch 
Probierverfahren mit Hilfe elektronischer Rechner gelöst werden kann. 
FÜI verschiedene Fließexponenten n wurden Diagramme der Funktion 
A = f (Re", A) errechnet, so daß mit Ren und A die Rohrreibungszahl A) 
aufgesucht werden kann. 
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, 
Bauckhage zeigte unter Verwendung von GI. (5) ein Widerstandsgesetz 
der laminaren Rohrströmung, das ebenfalls nur iterativ gelöst werden 
kann (2J :. 

H ~) 
A, = 

Il (',: 

[ 
, T" , ,( T', ) I] " 2". + 3/1

1 
+ n + 2 T". (/I + n

l
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T" 

2.2. Vereinfachte Näherungsberechnung 
Auf der Grundlage der Definition einer äquivalenten, prozeßbestimmen
den Schein viskosität 'l)s wird im folgenden das für Newtonsche Flüs
sigkeiten gewonnene Widerstandsgesetz 

64 A = '., 
Re 

(10) 

auch für nicht -Newtonsche Medien verwendet , indem die Änderungen 
gegenüber dem Newtonschen Verhalten in einer Modifikation der 
Reynoldszahl berücksichtigt werden . Das wurde für pseudoplastische 
Medien bereits bestätigt [I] [5J: 

vdp 
-Re,: = 

T}s 

(11) 

Die Scheinviskosität 'l)s ist das mit der Dynamik des Systems veränder
liche. nur für einen betrachteten Punkt der Fließkurve gültige .Verhältnis 
zwischen Schubspannung und Schergeschwindigkeit [5J. Bei der De
finition von 'l)s ist vor allem die richtige Wahl des Geschwindigkeits
gradienten an den prozeßbestimmenden Stellen entscheidend. Für den 
Druckverlust im Rohr ist die Scheinviskosität an der Rohrwand 
prozeßbestimmend, und an dieser Stelle' liegt der niedrigste Viskositäts
wert vor . Da das Fließgesetz und damit auch die Geschwindigkeitsver
teilung . im Rohr oftmals unbekannt sind, wird 'l)s mit Hilfe der 
Newtonschen Schergeschwindigkeit (dv/dr)Nw berechnet(2] [5J: 

T" 
T}s = 

T" d 

8v 

Auf Grundlage von GI. (I) ergibt sich damit die Beziehung 

T}.I' = k (3n +~) " (8-". )" I 

4/1 d 

die zur Berechnung von Re~ nach GI. (11) verwendet wird. 

(12) 

( 13) 

Für nichtlinearplastische Medien nach GI. (2) wird in Analogie zur 
Rabinowitsch-Korrektur des Potenzgesetzes (I) [ I] näherungsweise an
genommen: 

- (~)" (~ ) " TI!' - Tu - k 
4n d 

(14) 

Dabei wird vereinfacht mit der korrigierten Schergeschwindigkeit an der 
Rohrwand 

(dV ) ( dV) ( 3/1 + I ) 
dr 04 = ;; N o. ~ 

(15) 

gerechnet. wobei sich der exakte Ausdruck aus GI. (5) ableitet : 

(::L = (:~L-[--T - (-t)2]' 
TO\ 2n

J 
+ 3n

2 
+ n + 2;' (n

J 
+ n

2
) 2n

J ~ (16) 

4 ( ) - TJ (3n + I) (2n + I) (n + 1 ) 

der für n = I und 'To/'Tw = 0 mit GI. (15) identisch ist. 
Durch die näherungsweise Berechnung des Schergradienten (dv/dr)w4 
ergeben sich im Bild 4 gezeigten Abweichungen, die vom Schubspan-

agrartechnik . 28 . Jg . . Heft 2 . Februar 1978 



Tafel I. Fließkennwerte und Rohrreibungszahlen einiger landwirtschaftlicher Fördermedien 

Kur7.- _ Medium, Tr V d Fließkeimwerte 
zeichen Zusammensetzung TI) = 0 
im Bild I 

k n 
IYIJ m '/h mm N . sn/m' 

a FUllermischung aus 23.34 4.80 99.'J79 44.6936 0.2434 
chem. konservierten 12.26 
Zuckerrüben 18.71 
(21,21\ % ZR; 21.21\ % TMF', 
57.44 % Wasser) 

b FUllermischung 29.8 7.65 99.979 50.0209 0,2905 
aus getr. Kartoffeln 15.00 
(5,55 % Schrot: 21.30 
5.55 % Flocken: 7,05 50.895 50,0209 0.2905 
22.22 % TMF; 14.18 
66.68 % Wasser) 19.50 

c gedämpfte, chem. 19.57 5.62 124.763 42.8390 0.2766 
kons. Kartoffeln 19,25 

Klärschlamm [81 6.7 5 100 
bis 10 • 
5,4 20 

Schweinegülle [81 14.43 5 100 
10 
20 
50 

nungsverhältnis To/Tw und vom Fließexponenten n abhängig sind. Fürdas 
bei praktischen Förderproblemen zumeist auftretende Verhältnis 
To/TW ;:§ 0,3 wird vereinfachend die Gültigkeit von GI. (14) angenommen 
und der Einfluß von To/T w vernachlässigt. 
Es wird eine Scheinviskosilät für nichtlinearp[astische Medien de
finiert: 

TO d . (3n + I ) " ( 8 v) ,,- I '7.,= -+ k - - - . 
8 v 4n d 

(17) 

Mit "Iso erfolgt entsprechend GI. (11) eine Modifikation der verallge
meinerten Reynoldszahl bei Anwendung der Herschel-Bulkley-Bezie
hung: 

vdp 
Re,;) = --

Re.ij = 

Re,l:! = 

'7.\11 

k(~)" 
TO n 

--+ 
8v2 p v1-"d"8p 

TO I 
--+ -
8v2 p Re; 

(\8) 

Das Widerstandsgesetz der laminaren Rohrströmung nichtlinearplasti
scher Medien kann mit Reno demnach wie folgt formuliert werden: 

64 64 
A. = -- = --

Re"o vdp. [
TOd + k(~)" (~):' - '] . 
8 v 4n 4n 

(19) 

Damit ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung für die praktische 
Berechnung von Druckverlusten unter Berücksichtigung der Fließgrenze 
TO' Aus den Gin. (18) und (19) folgen für 
- pseudoplastische Flüssigkeiten (TO = 0) die verallgemeinerte 

Reynoldszahl Re~ nach GI. (11) und 

64 
A --

1 - Re: 
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(20) 

Rohrreibungszahlen 
TU >0 A, nach Al nach Al nach A, nach 

GI. (6) GI. (20) 131 u. GI. (19) 

n TO (Messung) (T •. = 0) GI. (9) 
N sn/m' Pa 

9,3215 0,5000 60 26,934 25,624 33.os3 25,997 
5.013 4,932 5,929 4,915 
2,367 2,348 2.815 2,362 

26,8582 0,3871 40 14.866 14,595 14.996 . /4,612 
4,594 4.616 4,918 4,610 
2,525 2,535 2,692 2,.541 

26,8582 0,3871 40 1,806 2,030 2.268 2.083 
0,574 0.615 0.686 0.650 
0,342 0,357 0,384 0,383 

22,8483 0,3884 29.43 39.890 41.157 47.801 41.238 
4.932 4.932 5,328 4,945 

0.1952 0 ,5430 0,3923 0,355 0,330 
0,117 0,109 
0,037 0,037 

0,5900 0 .7200 0.8350 - 1,296 1.263 
0,507 0,487 
0.197 0,192 
0,059 0,057 

Bingham-plastische Substanzen (n = I: k = 71pl) die Reynoldszahl für 
plastische Medien, die von vielen sowjetischen Autoren beschrieben 
wird (6): 

TI) '7,., 
- - + -- -
6,,) p "dp 

64 
A = 

ReH 

- reinviskose Newtonsche Flüssigkeiten (n = I: k = "I: TO = 0) die 
Reynoldszahl 

vdp 
Re = .-- und J.. nach GI. (10). 

'7 

Mit den Gin. (19).. (18) und (6) kann weiterhin eine näherungsweise 
Berechnung der Druckverlust-Durchsatz-Beziehung erfolgen: 

Bild 4. Fehlerverlauf bei näherungsweiser Berechnung der Schergeschwindigkeit 
(dv/drlw4 nach GI. (/5) und der Rohrreibunllszahl A4 nach GI. (19) 
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3. Anwendung 

(21) 

(22) 

Bei allen Berechnungsverfahren ' steht weiterhin das Problem der 
reproduzierbaren Fließkennwertbestimmung im Vordergrund . Ent
scheidend für die Auswahl eines Viskosimeters ist für diese Medien die 
Sicherung der Übertragbarkeit der Fließkennwerte und deren praktischer 
Anwendungsbereich. So ist zur Rohrströmungsberechnung konzentrier
ter landwirtschaftlicher Suspensionen, die oft grobdisperse Komponen
.ten beinhalten, die Anwendung eines Rohrviskosimeters notwendig, so 
daß mit den integralen Meßgrößen V und Ap/AI eine reproduzierbare 
Fließkurve ermittelt werden kann [I]. 
Ist der praktische Anwendungsbereich der Schergeschwindigkeit be
kannt, kann z. T. auch beiro > Oder Ansatz nach Ostwald und de Waele (I) 
zugrunde gelegt und mit GI. (4) der gesuchte Druckverlust bei bestimmtem 
Gilltigkeitsbereich für verschiedene V und d errechnet werden. wenn k 
und n mit Rohrviskosimeter bestimmt wurden. Eine Gegenüberstellung 
der ROhrreibungszahlen I. für verschiedene landwirtschaftliche Sus
pensionen (Tafel I) zeigt, daß die gemessenen 1.1- und nach GI. (20) 
errechneten A2-Werte gut übereinstimmen. 
Zur Bestimmung der Aießgrenze TO ist die Extrapolation der Fließkurve 
am einfachsten (Bild 1), so daß kund n durch lineare Regression der 
Form 

(23) 

ermittelt werden können. Die Schergeschwindigkeit (dv/dr)w ergibt sich 
aus GI. (I6~ oder als Näherung nach GI. (15). Dabei errechnen sich 
natürlich andere k- und n-Werte als bei der Annahme pseudoplastischen 
Fließverhaltens nach GI. (I). 
Beim Einsatz eines Rotationsviskosimeters für homogene Suspensionen 
ist durch Zusatzeinrichtungen eine direkte To-Messung möglich [7]. 
Sind TO, kund n bekannt, kann für den Bereich To/Tw ~ 0,3 (Bild 4) mit 
GI. (19) oder GI. (21) der Druckverlust für bestimmte v und d mit 
hinreichender Genauigkeit berechnet werden (Bild 5). Damit ist es 
möglich, die meisten praktischen Förderungsprobleme zu behandeln, wie 
es die Gegenüberstellung der AJ- und ~-Werte in Tafel I zeigt. 
So ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung der Berechnung der 
Druckverluste, und es besteht bei TO/Tw > 0,3 die Möglichkeit der 
Überprüfung und Korrektur der Rohrreibungszahl 1.3 mit Hilfe von 
GI. (9). 

4. Zusammenfassung 
Der oftmals in der Praxis anzutreffenden Unsicherheit bei der Anwen
dung der Herschel-Bulkley-Beziehung(2) auf die Druckverlustberech
nung laminarer Rohrströmung wurde von Bauckhage [2] und Eckstädt [3] . 
Rechnung getragen, die Widerstandsgesetze ableiteten, die den To-Einflu8 
voll erfassen. Diese Berechnungsvorschläge sind jedoch kompliziert und 
für ingenieurmäßige Rechnungen in der Praxis kaum durchführbar. 
Mit Hilfe einer definierten äquivalenten Viskosität lIS0 für nichtlinear
plastisches Fließverhalten nach GI. (2) wurde eine Modifikation der 
verallgemeinerten Reynoldszahl (18) vorgenommen und die Anwendung 
des Widerstandsgesetzes nach GI. (19) vorgeschlagen. 
Damit ist zur Berechnung von Druckverlusten die Kenntnis der 
Stoffkennwerte k, n, TO und () sowie der technischen Vorgabewerte v und 
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Bild 5. Rohrreibungszahl in Abhängigkeit von der modifizierten verallgemeinerten 
Reynoldszahl ; Vergleich von berechneten und gemessenen ),-Werten 

d erforderlich. Die Anwendbarkeit von GI. (19) sowie die Anwendungs
grenzen der vorgeschlagenen Berechnungsmethode werden anhand 
praktischer Beispiele (Tafel I) gezeigt. 
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