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Die freie Wurfbewegung ist ein wichtiger Bestandteil 
vieler landtechnischer Prozesse. Weit verbreitet ist beispiels
weise die WurCCörderung für die Beladung von Hängern 
durch Erntemaschinen mit Stroh- oder Grünguthäcksel, 
Ballen, Rübenblatl u. ä. Mit Hilfe von Bandschleudern, 
vVurfbändern und anderen Einrichtungen werden landwirt
schaftliche Produkte mit Schüttgutcharakter im Bereich der 
Innenwirtschaft, in Speichern oder Yerarbeitungsbetrieben 
sehr häufig über kurze Entfernungen durch Wurf trans
portiert. Außerdem wären die vielfältigen Verteilungs
prozesse für Düngemittel, Pflanzenschutz- und Schädlings
bekämpfungsmittcl lind eve ntuell auch für Saat- und 
Pflanzgut zu nennen, bei denen ebenfalls eine freie Wurf
bewegung von Einzelteilchen oder Teilchenkollektiven 
<'rfolgt. 

Bei einigen dieser Vorgänge ist der Einfluß des Luftwider
standes auf die Bewegungsbahn nicht zu vernachlässigen. 
Die exakte Berechnung der Wurfbahn mit Luftwiderstand 
bereitet einige mathematische Schwierigkeiten. Im vor
liegenden Beitrag sollen dazu einige Näherungsverfahren 
zusammengestellt und ihr Gültigkeitsbereich untersucht 
werden. 

1. BewegungsgleIchungen für den Wurf 
mit Luftwiderstand 

Die Ableitung der Gleichungen erfolgt für die Bewegung 
des Einzelteilchens in ruhender Luft. Bei vielen der ge
nannten Yorgiinge handelt es sich jedoch nicht um die Be
wegung von Einzelteilchen. Vielmehr besitzt der sogenannte 
\Vurfstrahl meist eine sehr große Fests toCCkonzentra tiol~, 
d. h., die Tei lchen hilben untereinander einen geringen 
Abstand. Die daraus resultierende gegenseitige Beeinflussung 
zwischen den Teilchen wirkt sich insgesamt stark auf die 
Bewegungsbahn eines solchen \Vurfstrahles aus. Sie ver
ursacht eine Verminderung des eCCektiven Luftwiderstand<'s, 
so daß der Wurfstrahl im Mittel eine gl'ößere WurCweite 
als das Einzelteilehen erreicht. Näheres hierzu ist [1.] ZlI 

entnehmeu. 

Für das fli egende Einzelteilehen liefert das Kräftegleich
gewicht folgende DiCCerentialgleichungen (Bild 1): 

m . ;; + IV . cos y = 0 

In . Y + In . g + W . sin y = 0 

(1) 

(2) 

Die Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, daß die 
Luftwiderstands kra ft W die Richtung der Relativgeschwin
digkeit bzw. der Bahntangente hat. Außerdem können für 
diese Rechnung Auftriebskräfte durch Teilchenrotation und 
auch der archimedische Auftrieb wegen (!T ~ (!L ((!T Dichte 
des Teilchens, (!L Dichte der Luft) [2] vernachlässigt werden. 
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Bild 1. [{tälte Dm !liegenden Teilchen 
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Nöherungslösungen für ~:lie Berechnung· 
der Wurfbahn mit Luftwiderstand* 

Für die Widerstandskraft 11' gilt 

]V = Cw • (!L . F .. ~2 
2 

(3) 

Der "Viderstandsbeiwert Cw ist für ein ruhendes EinzeI
teilchen im Parallelstrom abhängig von der Form und der 
Rcynoldszahl, im überkritischen Bereich (turbulente Grenz
schicht) zusätzlich noch von der OberCläehenrauhigkeit der 
Teilchen sowie vom TlIrbulenzgrad der Stl·ömllllg. Die 
Reynoldszahl wird gebildet allS dem Teilchendurehmesser d, 

der Anblasgeschwindigkeit ; und der kincmatischen Zähig

keit dcs lll;'gebenden Mediums v (Re = d· ;/v). Im unter
kritischen Bereich kann allgemein gesetzt werden [2) 

Cw - fle->< (x = 0 ... 1). (4) 

Außer durch den für die interessierenden Teilchenarten 
scll\ver erfa ß baren Cw -vVert wird die "Viders tandskraft vor 
allem noch von der AnströmCläche F beeinClußt, die keincs
falls leich ter zu best immen ist. 

Zur Verein fa chung werden deshalb meist alle deli Wider
stand beeinflussenden Teilcheneigellschaften in der Sink
oder Sch,,"cbegeschwindigkeit VB zusammengdaßt, die sich 
experimentell relativ einfach ermitteln läßt. 

"s = 1 / 2 . 111 • ~ r (!L' Cw • F 

Für die Widerstandskraft gilt somit 

W ( S)2 
/I1..g= ~ 

1.1. Näherung I für Cw = consl 

(5) 

(6) 

In der ersten Näherungslösung wird Cw = const gesetzt. 
Diese Vereinfachung ist vor allem für Teilchen mit scharfen 
Kanten im Bereich mittlerer Reynoldszahlen zulässig. Sie 
gilt darübcr hinaus aber auch für andere Teilchenformen, 
beispielsweise für Kugeln im Bereich Re ,." 103 bis 106 • 

Aus Bild 1 lassen sich folgende "Beziehungen ableiten: 

x = s . cos y (7) 

y = s . sin y (8) 

;2 
III . ~+ rn . g . cos y = 0 

R 
(9) 

/ R = ~(10) 
dy 

Werden die Gleichungen (6) bis (10) zur Umformung von 
GI. (1) benutzt, dann ergibt sich dafür folgende Form [3) : 

. ;3 
d (8 . cos y) - - dy = 0 (11) 

vs2 

Diese wird für die Integl'ation noch mit 1/(8' eos y)3 multi
pliziert 

d ($. cos y) =....!.... ~ (12) 
(8. cosy)3 

Bild 2. WurCbabnen für verschiedene LultwidersWnde (VA/V.) bei einem 
Abwurfwinkel von 45 0 nach Näherung I 
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Die' Integration liefert dann mit den Anfangsbedingungen 

im Abwurfpunkt A (~. = "A, Y = YA) folgende Lösung: 

1 

1 1 + sin Y 
sin Y + ') eos2 Y . Zn + 2 . cos2 Y . C 

- 1 - siny (1:1) 

C
l = ----- _ s_l_n-,-Y..::A,-- _ ~ In 1 + sin Y A (11,) 

2 . cos2 Y A t, 1 - sin Y A 
2 (" A)2 cos2 Y A 

"s 
"A/VS ist die den Luftwiderstand kennzeichnende Reehcn
größe. Der Grenzübergang VA/VS -) 0 liefert die entsprc
chenden Beziehungen für die Bcwegung ohne Luftwider
stand. Die Wurfbahn erhält man durch numcrische fntegra-
tion der Gleichungcn 

S2 
dx=--· dy 

g 

,;2 
dy=--. tany dy 

g 

(15) 

( iG) 

unter Verwcndung von .; = f (y) in der Form x = f (y), 
y = f (y). Die Intcgration wurde mit einer Schrittweitt' 
LI Y = 3° durchgeführt. Das Ergebnis ist für einige Para
meterl<ombinationen im Bild 2 dargestellt. Dic dimensions
lose Darstellung erhöht dabei die Aussagcfähigkeit der Ergeb
nisse. So. verändert sich beispielsweise für I'a/I's > 50 die 
Form der dimensionslosen Wurfbahn x· gj"A2 = f (y. g/PA 2) 

praktisch nicht mehr, da der Summand mit I'A/VS dann nllr 
noch geringen Einfluß auf die Integrationskonstantc C 
hat (14). 

1_2. Näherung 11 für Cw = con.! und ~ ~ y 
Näherung I gestattet keine geschlossene Lösung der Bcwe
gungsgleichllngen. N umcrische Verfahren erschwcrten dic 
Anwendung diescr Beziehungen. Für Näherung Ir wird des-

halb neben Cw = const zusiüzlich noch .~; ~ y gesetzt. 
Letzteres gilt in prstcr Linie für flache "'urfbahncn. Die 

Komponenten der Widerstandskraft sind wegen 111 ~ S2 

W X = 1V· cosy ~;2. cosY bzw. !rx ~,~.:I' 

W y = W· sin y ~ ;2 . sin y bzw. Wy ~ ; . y' 

Für ;, ~ y kalln .~ "" .1: gpsetzt werden, so daß dann gilt 

H'x ~ .12 

HTy~X'y 

Dic Gleichungen (1) und (2) erhalten dann die Form 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

Dieses System gestattet pine geschlossenc Lösung. Die 
\Vurfbahn ergibt sieh mit den Anfangsbcdingungen im 
Abwurfpunkt 

t = O:x = PA' COSYA, X = 0 

y=vA·sinYA, y=O 

in Parameterdarstellung der Form x = f(t), y = f(l), bzw. 
in dimensionsloser Schreibweise 

(21) 

Die Gleichung der \Vurfbahn mit den Parametern I' A/PS und 
YA lautet dann 

yg 1 :q~ 

i'A2 

CAY 

+ tan YA 
FA2 

2 cos2 YA 
"5 

( ,X, ("X)' ) 1 FA2 Ps 
(23) + J-c 

I, 
cAr - cos2 YA 

Vs 

Dei' Grcnzübergang i'A/VS -) 0 lidcrt die Beziehungen dcr 
Bcwf>gung ohne Luftwiderstand. 

1.3. Näherung 111 für C w - 1/; 

In dn Literatm findet man häufig die Anwendung der Ver

einfachung Cw ~ 1/; zur Lösung der Differentialgleichungen 
für die Wurfbewegung [4; .5]. Exakt gilt diese Beziehung 
jedoch nur für Kugeln im Bereich sehr kleiner TIeynolds
zahlen (Re = 1). Die genannten Bewegungsvorgänge alls 
dem Bereich der Landtechnik verlaufen im allgempint'n 
jedoch bei wesentlich größeren Rcynoldszahlen, so daß sich 
mit dieser Vereinfachung nur eine sL'hr ungenügende Niihp
rllngslösung für die interessicrcnde Wudbahn ergibt. 

Mit Cw ~ 1/; ist JV ~ .~ und W x ~ .;, Wy ~ il 

Die Gleichungen (I) und (2) erhalten danll die Form 

~.+~ .;=0 (21,) 
Ps 

Y+g+lL.y=o (2.1) 
Ps 

Eine geschlossene Lösung ist auch hierbei möglich. Mit den 
gleichen Anfangsbedingungen wie für Niiherung Ir ('rgibt 
sich die Wurfbahn zunächst in Parameterdarstellung. 

."rg 

PA2 (. 1':' (::)) eos YA 1- c 

(~: ) 
(26) 

[( ) ( 

_gl(i'A)) ] 

(:':) (:,~) + ';"1'x 1-" "x" _ ~: 

Die Glcichung der 'Vurfbahn in r1el' Form 

Y . g/"A2 = f(x . g/VA2) lautet dann 

1 -----+ tan Y A 

(
PA) - cos YA 
>'s 

2. Vergleich der Näherungslösungen 

(27) 

(28) 

Nach dem Grad der Vereinfachungen ist mit Näherung 1 für 
die eingangs genannten Vorgänge die beste Annäherung an 
die tatsächlichen Verhältnisse zu erwarten. Die Ergebnisse 
dieser Rechnung werden für den Vergleich deshalb als 

yg = ~{ _ __ 1 __ + 2 t(a_,I_,l
A

)Y2
A Zn [~At (::sA)2 COSYA + 1] 

i'A
2 

2 (~: r eos2 YA ~s y y 

gt ) 
VA _~(gtY 

(
VA)2 eO;;YA 2 VA 
Ps 

(22) 
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nUll 3. \\'urrhahncn mit C'incm AbwurCwiJlkel von 45° und VA/f'S = 1 
für rue 3 Näherungslösungen 

ßild ". Unterschiede zwischen den 3 Näherungslösungen rür die \Vurf· 
weite im Mündungshorizont. 

1,0,----,------,----,------,----,-----, 

0'5r------r-------/ 

-0,5--

-1,0L---~----~-----L~J--L--~~--~1no 
0,1 0,3 1 J v' 

YA/YS --

Bczugsgrößen benutzt. Fül' die Darstellungen \\'ird die am 
meisten intercssicrcnde Größe, die Wurfweite in einer hori
zontaien Ebene, die den Abwurfpunkt enthält, herangezogen 
(Bild 3). Dicse Ebene wird in der Ballistik als Mündungs
horizont. bezeichnet. Die Abweichungen von den Ergebnissen 
nach Näherung I sind durch 

XI - XII I X I - XIII 
UII( 

XI XI 
nach Größe und Vorzeichen bestimmt (Biltl 4). 

Der Verglcich wurdc durchgeführt bis "A/"s = 50. Aus 
Billl 4 ist ersichtlich, daß besonders im Bereich klciner 
Abwurfwinkel und kleiner Luftwiderstände eine gute Über
einstimmung zwischen den Näherungen I und Il besteht. 

Die Voraussctzung .;; ~ y ist für kleine Abwurfwinkel am 
besten erfiillt. 

Mit zunehmcndem Luftwidcrstand verringert sich der Ab
wurfwinkel, mit dem cine maximale \Vudweite im Mün
dungshorizont el"l"cicht wird. Bild 5 ist zu entnehmen, daß 
für "A/"s > 1,8 mit YA = 30° eine größere \Veite erreicht 
wird als mit YA = 4Go (Näherung I). Im Gegcnsatz zn I 
und III weist Näherung 1I diese für die Bewegung mit Luft
widerstand typische Tendenz lIicht auf. Für diese Nähcrung 
ist dcr optimale Abwurfwinkel unabhängig vom Luftwider
stand 45°. 

5 

1,0 

Dieser Effekt tritt jedoch bei kleinen Verhältnissen vAlv., 
wie sie bei den meisten Vorgängen in der Landtechnik auf
treten, nicht sehr stark in Erscheinung, so daO die NällC
rung Il hierfür eine brauchbare Lösung darstellt, die zur 
Berechnung der int.eressierendcn 'rVerte keine mathema
tischen Schwierigkeiten bereitet. 

Ncben den' geringen Abweichungen zwischcn den Nähc
rungen I und II (Bild 4) zeigt auch dcr Kurvenverluuf 
.1; • glvA2 = f(vAlvs) für bcide Näherungen die gleiche Tcn
dcnz (Bild 5). Eine völlig anderc Tendcnz ergibt sich für 
diese Funktion nach Nähcrung Ill. Durch den Gültigkcits
bercich dcr zugrundegelegtcn Vereinfachungen liefert dicse 
Näherungslösung für die meisten Vorgänge aus dem Bereich 
der Landtechnik keine brauchbaren Ergcbnissc. 

3. Einige Ergebnisse experimenteller 
Untersuchungen 

Zur prinzipiellen Bcstätigung dcr angegebenen llcziehungen 
sollen in diesem Rahmen noch einige Ergeunissc experimen
tcller Untersuchungen dargestellt wcrden. Im Bild 6 sind 
der Kurvenvcrlauf Xoo/Xo = f(vA/"s) nach Näherung [ und 
einige I\Ießpunkte eingezeichnet. Xoo bcdeutet die Wurfweite 
dcl' Einzelteilchenbewegung, also ohne gcgenseitige Beein
flussung. X o ist die 'rVurfweitc ohne Luftwidcrstand. 

Xoo ist dabci der Mittelwert aus einer größeren Zahl von 
Vcrsuchen, bei denen die Teilchen mit einer Bandschleuder 
abgeworfen und auf einer mit Raupenleim bestrichenen 
Rasterfläche aufgefangen wurden. Es ist ersichtlich, daß 
sich die Meßpunkte rclativ gut auf der theoretischen Kurve 
anordnen. Die Abweichungen resultieren hauptsächlich aus 
den der Rechnung zugrundegelegten Vcreinfachungen, dcr 
fehlerbchafteten Bestimmung der Sinkgeschwindigkeit, den 
Meßfehlern für die Anfangsbedingungen der Wurfbewegung 
und denen für die Wurfweite sclbst. Die Voraussetzungen 
der Rechnung werden am besten von den Rüben und am 
schlechtesten vom Weizen erfüllt. Beim 'rVeizen ist das vor 
allem durch die Eigenbewegungen währcnd des Fluges, also 
das Pendeln um einen Mittelwert des Luftwiderstandes 
bedingt. 

Der thcol'ctischc Kurvenvel'lauf \yird jedoch nur erfüllt, 
wenn für vAlvs -) 0 VA einen endlichen Wert hat und 
Vs -) 00 gilt, d . h., daO der Widerstand der Teilchen gegcn 
Null geht. Die eingetragenen Meßpunkte ergaben sich für 
die verschicdenen Teilchenarten jedoch aus v. = const und 
(JA -) O. In diesem Fall geht mit vAlv. -) 0 auch Xoo/X o -) O. 
Dadurch ergibt sich die s.tarke Abweichung der McOpunkte 
von der theoretischen Kurve im Bereich kleiner Werte vAlv •. 
Hinzu kommt die Zunahme des cw-Wertes der kugeligen 
Teilchen Wicken und Glas mit sinkender Reynoldszahl 
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Bild 5 
\Vut'(weite im Mündungshorizont in Abhängig
keit vom Luftwiderstand für vt'rschiedene Ab
wurCwinkel (Näherung I) und verschiedene 
Näherungslösungen (YA = "';)0) 
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Bild 6 
Versuchsergebnisse mit EinzcllciIchC'n für die 
\Vurfwcite in Abhängigkeit von vA/Vs; die ver· 
wendelen Teilchenarten hollen im Mittel folgende . 
Sinkgeschwindi/(keitcn: Glaskugeln 16,4 rn/., 
\Vieken 12,0 rn/s, 'Yeiz.CH 8,9 rn/s, Riibensnrnen 
5,8 mJs 
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