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Instandhaltung und Mathematik1 

1. Mathematische Modelle in der Instandhaltung 

In der Instandhaltung ist ein Komplex von technischen, 
technologischen, organisatorischen und ökonomischen Auf· 
gaben zu lösen [1]. Diese Maßna hmen bilden ein mit dem 
Hauptprozeß verflochtenes Teilsyste m. Dic auftretenden 
Probleme sind ihrem Charakter nach oft rccht komplizier t, 
da eine Vielzahl von Einflußfaktoren darauf einwirke n. 
Technische, technologische, organisa toris che und ökono
mische Aspekte berühren sich in vielfältiger \Veise gegen
seitig. Es ist bcim heutigen Entwicklungsstand nicht mehl' 
möglich, diese Aspekte in den gegenseitigen Wechselbezie
hungen cmpirisch zu erfassen. 

In diesem Zusammenhang seien nur dic Kapazitä tsplanllng 
und die Ersatzteilvcrsorgllng genannt, bei dcnen mit dcr 
einfachen Mittelwertsrechnung keine befriedigenden Ergeb· 
nisse erzielt werden könncn, weil die Streuung und damit die 
Einflußfaktoren nicht berü cksichtigt werden. 

Ein Umschlag in cin e neue Qualitä t wird nur erreicht, 
wenn modcrne wissenschaftliche Jl'lethoden angewa ndt wer
den. Wege dazu bietet die Zuverläss igkeits theo rie [2], [3). 
die mathematische Statistik, die Wahrscheinlichkeitsrech
nung und die Operationsforschu ng. Dabei wird die elekt.ro
nische Datenvcrarbeitung ein wichtiges Hilfsmittel sein. 
Bislang wurden ma thema tische Methoden im land t.ecl\llischen 
Instandhaltungswesen nur zögernd a ngewendet. Als Beispiele 
können Spezialisierungsproblcme, das Bestimmen der wirt.
schaftlichen Nutzungsda uer und die Vorbcrcitungsarbeitcn 
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Bild 1. Ma thematisches Gru n d modell der Instandhaltung 
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zum Einführen der elektronischen Datenverarbeitung ge
nannt werden. Dabei wurden Anfangsstadien, wie das 
Schaffen des l'vlodells und das probeweise Anwenden bzw. 
Proj ektieren der Me thoden, kaum überschrittcn. 

Diese Ausführungen sollen eine kurze übersicht über die 
Problematik geben und das Verständnis dafür wecken, daß 
viele bislang unbefriedigenq, gelöste Fragen in der Instand
h altung mit mathematischen l\Iethoden einer brauchbaren 
Lösung zugeführt werden können. Es sei damuf hingcwiesen, 

. daß wir bei diese r Entwicklung erst am Anfang stellen. Bei 
der Vielfalt der Probleme wird es kaum möglich sein, für alle 
möglichen Fälle fer tige Rezepte vorzulegen. Man muß in 
jedcm Falle, aufbauend auf den Grundlagen, unter Berück
sichtigung der jeweils wirkenden Faktoren, spezielle Modelle 
erarbeiten. Dabei ist zu berücksichtigen, daß die Anwendung 
mathematischer Modelle zwar gute Ergebnisse ermöglich t, 
der dafür crforderliche Aufwand in vielen Fällen jedoch 
erheblich sein wird, SO daß man genau entscheiden muß, wo 
das Anwenden mathematischer Modelle sinnvoll ist. 

Im folgcndcn soll an ha nd einiger Beispiele versucllt werden , 
Möglichkciten fiir das Anwenden mathematischer Mod elle im 
land technischen Instandhaltungswcsen zu umreißcn. 

2. Das mathematische Grundmodell der Instandhaltung 

Ziel der Instandhaltung ist es, die Betriebstauglichkeü eines 
Arbeitsmittcls unter Einhalten der für den H.auptprozeß 
erforderlichen Verfügba rkeit mi t minimalem Aufwand ver
gegenständlichter und lebendiger Arbeit zu erhalten . 

Der Aufwand für die Instandhaltu ng läßt sich in Form der 
Kosten darstellen. Dabei müssen alle Kostcn, unabhängig 
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vom Ort und Zeitpunkt ihres AuItretens, bezogen auI dic 
Lcistungseinheit im Hauptproz\!ß betrachtet werden. 

Die Instandhaltung ist ein Komplex von technischen, tc ch· 
nologisehen, organ isa torischen und ökonomischen Mn ßnnh
men, die sich gegenseitig beeinflussen. So werden beispiels
weise die PIlegekosten vom Pflegeregime, den verwendet cn 
Arbeitsmittefn und von der Organisation beeinflußt. Die 
Pflege wiederum hat Einfluß auf Abnutzllngsgeschwindigkeit 
und damit auf die Instandsetzungskost('n. 

In Bild 1 werd'en Einflußgrößen und vVechselbeziehungen 
da rges tellt. Es zeigt vielseitige "Vcehsclbeziehungen zwischen 
Betrieb, Konstruktion-Herstellung und Instandhaltung, die 
komplex die Verfügbarkeit-Zuverlässigkeit sowie die wirt
schaftliche Nutzungsdauer beeinfluss('n. Daraus ist ersicht
lich, daß diese - zusammen mit Parametcrn des Betrieb('s, 
der 1(0!1struktion und der Instandhnltung - die H~"SICI
lungskosten, die Instandhaltungskosten und die Einsatz
kosten bestimmen, die als Sllmme die auf die Leistungs
einheit bezogenen Betriebskosten ergeben. Wird voraus
gese tzt, daß zwischen diesen T.:·ilkosten und ihren BC'stim
mungsgrößen determiniertc Bezichungcn bestehen, so knnn 
das Grundmodell der Instandhaltung formlliiert wcrden: 

[H(I<, S, D) + I(K, S, 0) + E(B, 0)] 

(V, N) tTI = ß(T) ~ Minimum 

1=0 

Darin sind: 

H(K, S, D) Herstellungskosten in Abhiingigkeit von Kon
struktion, SCl'iengröße, projektierte Nu tzungs
dauer 

I(K, S, 0) Instandhaltungskosten in AbhängigkC'it von 
Konstruktion, Seriengröße und Instnndhal
tungsorganisation 

E(B, 0) Einsatzkosten in Abhängigkeit von Einsatz-
bedingungen und Organisation 

V Verfügbal'keit 
N wirtschaftliche Nutzungsdauer 
B( T) Betriebskosten in Abhiingigkeit von der Zpit 
Vereinfacht dargestellt, muß die Summe aus Herstelluugs
kosten, Instandhaltungskostcn uud Eillsatzkostell bczogcn 
riuf die Leistungseinhcit ein i\Iinimum \\'crd.~n. Zu beachten 
ist, daß die Teilfunktionen nicht stetig sind uml daß die 
Teilkosten zu verschiedenen Zeitpunktf'n und als Funktion 
des Maschineualters auftreten, so daß das Optimierungs
problem dynamischen Chal'akte.· bekommt. 

Die Teilfunktionen sind so Zll formulieren, daß die dazu 
benötigten Primärdaten im praktischen Betricb bestimmbar 
sind ' und daß sie sich zu einem pl'3ktisch nnwendbaren 
Modell zusammenfassen lassen. An diese l' Problematik wird 
gearbeitet, die Lösung wird es ermöglichen, für die verschie
denen "Arbeiten der landtecllllischen Instandhaltung die) 
optimalen Organisationsprinzipien, die optimalen Konstruk
tionsparameter u. a. m. über eine Optimierungsrechnung zu 
bes~immen. 

Einige Beispiele sollen mögliche \\7ege andeuten. 

SELI V ANO V [I.] hat die Gesa mtkosten für ein A"beits
mittel ver!'inIacht (unter Vernachlässigen des dynamischen 
Kosteneinfillsses) dargestellt in der Form: 

.!i.. = :t_ + B + C,tn-l 
t t 

I':s bedeu ten : 

I< 

A 
B 

Betriebskosten, bezogen ~uf die Nutzungsdauereinhcit 

Anschaff ungskostcn (Herstellungs kosten) 
zeitunabhängige Kosten (Betriebskosten - Lohn fü.· 
Bedienung, Aufwand für Energie, Aufwand für regel
mäßig dU"chzuführendo Instandhaltungsmaßuah
men) 

d 

b 

c 

a 

Nullungsdauer t 
Bild 2, ,Koslcnvcrl .. u1 für Arbei.smillel nach SGLtVANOV; a Be'riebs' 

kosten, b InslandselZ'ungskosh:n, c Ahschreibungen , d r.{'s.1ml
kosten, e r..lindeslnulzHngsdnuer 

C . /"-1 IlU tzungsda uerabhiingige l\ost('n(I nstandsetz ungs-
kosten) 

vVährenri die Allsehaffungskostcn A durch Konstruktion 
und Herstellung bestimmt werden, sind B, C und n von allen 
dr!'i Einflußsphären (Konstruktion-Herstellung, Instand
haltung und Einsatz) nbhängig. LISTNER [5), THURM [6) 
11. a. stellten fest, daß unter den Bedingungen der Land
wirtschaft der DDR fast in allen Fällen n < 2 ist. Damit 
ergibt sich der in Bild 2 dnrgestellte Verlauf, aus dem man 
keine wirtschaftlich e Nutznngsdauer im klassischen Sinn, 
sondem eine sogenannte Mindcstnutzungsdauer ableitcn 
kann. 

Setzt man die Mindestnutzungsdauer gleich dem Ze itraurll 
der Veraltung, lassen sich aus 

toll = tmind ~ V A 
(n-l) C 

(3) 

die mit der Konstruktion und der Instandhaltung einzlI
haltendcn Parameter bestimmen. Über Vergleich mit aus 
vorliegenden Konstruktionen bekannten Parametern kann 
die anzuwendende Konstruktion und Instandhaltungsorg:l
nisation abgeleitet werden. 

Als zweites Beispiel sei der Zusammenhang zwischen Installd
setzungskosten, Konstruktiou und Instandhaltungsorgnni
sation erwähnt. Bekannt ist der Zusammenhang zwisch('n 
Instandsetzungskosten und SC"iengröße LV: 

[( = aN-b + c (-'i) 

Diese Gleichung gilt, wenn die Technologie den Seriengrößen 
technisch richtig angepaßt wird. Da die Seriengröße bei (]('" 
Instandsetzung aber nur über ein Vergrößern des Einzngs
bereiches erhöht werden kann, fallen zusätzlich Transport
kosten an, die sich nach [7] wie folgt errechnen: 

T ='!:..M.tV N 
m 3 d.n./': (;j) 

Nimmt man vereinfa chend einen krcisförmigen Einzugs
bereich, gilt 

N = R2· n ·d·k (6) 

und die Gesamtkosten ergeben sich zu 

K ~ R2 1. -b 2 Mt R 
gcs - a( d n 1\) + c + --3- (7) 

Hierin bedeuten: 

Tm mittlere Transportkosten für den Einzugsberdch III 

M/St. 
M Masse der Maschine bzw. Baugruppe in kg 
t spezifische Transportkosten in M/ km. kg 
N Seriengröße der Instandsetzung in St./Jahr 
d Maschinendichte in St./km2 

k Anfallfaktor je Johl' 
R Radius des Einzugsbereichs 
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Nulzungsdouer I 

Bild 3. Verlauf des Anteils auszutauschender Elemente nach dei' 
Ersatztheorie 

Damit haben wir ein Modell, daß die Instandsetzungskoiten 
in Abhängigkeit von mathematisch definierten Größen für 
die Organisation der Instandhaltung (R, t, k), für den 
Mecha nisiel'ungsgrad (d), für die konstruktive Gestaltung 
(!v!, Ir) sowie für das Einsa tzregime (" - bei k3mpagne~ 
weisem Einsatz Ir = 1 oder ein Bruch mit ganzzahligem 
Nenner) darstellt. Es ist möglich, ' für die Instandsetzung 
eines Arbeitsmittels den optimalen Einzugsbereich ~nte,' 
Einhalten minimaler Kosten zu bestirpmcn. 

Zusammenfassend zum Grundmodell der Instandhaltung ist 
festzustellen, daß Einsatz, Konstruktion und Instandhaltung 
komplex betrachtet werden müssen, um zu einem Gesamt
optimum zu kommen, und daß sich bei Kenntnis der Teil
funktionen die optimalen Einflußfaktoren bestimmen lassen. 

3. Beispiele für mathematische Methoden 
und Anwendungsbereiche2 

3.1. Ersatztheorie 

Ein bislang in weitem Maße ungelöstes Problem in der 
Instandhaltung ist das Vorausbereehnen der im Verlauf der 
Gesamtnutzungsdauer eines Arbeitsmittels a uszutauschen-
den Einzeltei le und Baugruppen. . 

Die Ersatztheorie [8) geht vom Schädigungsverhalten aus 
und zeigt Möglichkeiten, di eses Problem mit Hilfc der 
Wahrscheinli chkeitsrechnung zu IÖscn. Es sei der Fall 
plötzlich versagender Elemente betrachtet, für den die 
Ersatztheorie Modelle bereithält. Die vorbeugende Instand
haltung sondert an eine m planmäßig festgelegten Termin 
bewußt di ., Elemente bei Erreichen der Schadensgrenzen 
oder unbescha det ihres Abnutzungszustandes nach einer 
bestimmten' NutzlIngsdauer aus. Beim Aussondern diesel' 
Elemente ist die Betriebs taugli ch keit in unzuliissigem Maße 
gemindcrt. Diese Tatsache kann dem in der Ersatzthcorie 
betrachteten ALlsfa ll glcichgesetzt werden. 

Für den vereinfachten Fall, daß alle Elemente gleicher Art 
zum Zeitpunkt t = 0 installiert werden und daß das Schädi
gungsverhalten übc,' die gesamte Nutzungsdauer konstant 
bleibt, kann von der Ausfallwahrscheinlichkeit 

( ) 
s(t - 1) - s(t) 

P t = ---'--N'---'-'- (8) 

mit s(t) Anzahl der betl'iebs tauglichen Elemente zum Zeit
punktt 

N Grundgesamtheit 

ausgega ngen werden. 

Man setzt weiter voraus, daß der Zeitra um zwischen Einbau 
eines neuen Elements und Austausch nicht konstant ist und 
einer Häufigkeitsvert eilung folgt. Man berechnet den Anteil 
a n Elementen, der in einem Intervall in Abhängigkeit von 
der Nutzungsdauer auszutauschen ist. Sind zum Zeitpllnkt 

Der im Vortrag enthaltene Abschnitt "Bestimmen des Schädigungs
verhaltens" wurde hier ausgelassen, zu diesem Thema erscheint in 
cin{'.ffi der nächsten ,Hefte ein gesonderter Beitrag 
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t = 0 alle Elemente neu und betriebstauglich, so dürften mit 
zunehmender Nutzungsdauer en tsprechend dem Verlaur'-del' 
Ausfallwahrscheinlichkeit in wachsendem Maße Austausche 
notweudig werden. Zu diesen Austauschen der ursprünglich 
installierten Elemente kommen im Verlaufe deI' Zeit auch 
Austausche VOtl b~ reits einmal ausgetauschten Elementen, 
sogenannte Ersatzel{'mente hinzu. Diese Austausche nehmen 
in dem Maße ~u, wie der Anteil der ursprünglich neu instal
lier ten Elemente am Gesamtbestand abnimmt. 

Die Anzahl der wiihrend eines Zeitintervalls 
sehenden Elemente ist nach diesel' Überlegung 

i=t 

f (t) = L fU) p(t - i) 
;=0 

auszutau-

(9) 

Dabei ist ((o) die Anzahl N der ursprünglich neu instal
lierten E le mente. p(t) ist die Ausfallwahrscheinlichkeit zum 
Zeitpunkt t. 

\Verde n die Anteile der auszutauschenden Elemen te übel' 
der N ut~ungsdauel' aufgetragen, so ergibt sieh der in Bild 3 
dargestellte Verlauf. Der Anteil eler in einem Zeitinterva ll 
a uszu ta uschendell Elemen te unterliegt vorerst erheblichen 
Schwankungen, streb t jedoch mit größere~ Nutzungsdauer t 
einem Konvergen zwert 

(10) 

zu. 

3.2. Pflege.,.teme 

An Pflegevol'schriften muß die Bedingung gestellt werden, 
daß die Zahl der die einzelnen Pflegemaßnahmen enthalten
den Pflegegruppen möglichst klein ist. Außerdem zeigt die 
Erfahrung, daß der . Einfachheit halber die Pflegegruppen 
zeitlich so gest.a ffelt sein müssen, daß jede höhere Pflege
gruppe alle niede ren Pflegegruppen einschließt. 

Diese Forderung wird erfüllt, wenn die Pflegegruppen nach 
einer geometrischen Reihe gestuft sind: 

tn = tmin2(n - 1) (11) 

Darin sind: 

tn I ntc"vall zwischen zwei Pflegegrnppen n 
tmin kürzestes Inte"vall zwischen zwei Pflegegruppen (uicht 

tägliche Pflege) 

Hi ernach ka nn das Pflegei,ntervall bestimmt w{, l'den, das 
für ein optimales Zuordnen einer Pfiegemaßnahmc zu einer 
Pflegegruppe durch die Konstruktion ermögli cht werden 
muß. Damit läßt sich auch die Ordnnngsnummer der Pflege
gruppe bestimmen, der eine bestimmte Pflegemaßnahme 
zuzuordnen ist, wenn das Pflegeinte"vall konstruktiv fes t
liegt. Bet-tachtet man in diescm Zus a mmenha ng die vom 
Traktorenwerk Schönebeck hera usgegebene Pflegevorschrift 
für den Traktor ZT 300, so zeigt sich, daß zu verschiedenen 
Zei tpun kten sehr unterschiedliche Pflegegruppen d urchzu
führen sind. Die Pflegegrllppe 2 ist zn verschiedenen Zeit
punkten mit anderen Gruppen kombiniert. Werden die 
Pflege maßnahmen nach einer geometrischen Reihe gestuft, 
läßt sich die Zaltl der Pflegegrllppen erheblich reduziercn. 
Die Hälfte der vom Hersteller vorgeschriebenen 40 Pflege
maßnahmen ist aber nach den vorges ehriebcnen Interva llen 
nicht in die geometrische Reihe cinzugliedern . 

3.3. Optimale lnstandhaltungutrategie 

Ein strategisches Prpblem der Instandhaltung tritt bei de I' 
Traktoreninstandsetzung /a uf. Beispielsweise ha be die Ba u
gruppe Motor die Grenznutzungsdauer erreicht, das Getriebe 
besitze aber noch eine in der Größe abschiitzbare Rest
nutzungsd a uer. Es steht nun die Frage, ob das Getriebe zum 
Zei tpunkt des Motorenausta usches ebenfalls a usgeta usch t 
weIßen soll, oder ob dcr Austausch .zu einem späteren Zeit
punkt erfolgen sollte, an dem die Restnutzungsdauer des 
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G<.'triebes gegen null geht. Die Antwort auf diese Frage gibt 
.. in e mathematische Optimierung. Man kann dabei von der 
Überlegung ausgehen, daß bei gleichzeitigem Austausch 
beider Ballgruppen am Getriebe die Restnutzungsdnuer 
nicht ausgenutzt wird, aber zusätzliche instandhaltungs
bedingte StiUstandszeiten ftf'r den gesond~rten Austausch 
des Getriebes vermieden werden. 

Die Gesamtkosten für diese Maßnahmen betragen im Falle 
des getrennten Austausches beider Baugruppen zum Zeit
punkt der erreichten Grenznutzungsdauer des Getrieb('s 

mit 

K~ = K(: + KM tgc: + MG + MM Ig(~ 
Ig,\l Ig-M 

+ T /; tgG + T / . 
M -/-.- G ' 

g~1 

Kc Kosten für Austauschgetriebe 

J(M Kosten für Austauschmotor 

t~G Grenznutzungsdauer des Getriebes 

tgM Grenznutzungsdauer des 'Motors 

/Vft; Montagekosten für Getriebetauseh 

MM i'lIontagekosten fiir Motoraustausch 

(12) 

TM instandhaltuugsbediugtc Stillstandszeit für Motoren
austausch 

Tc instnndhaltungsbedingte Stillstandszeit für Getriehe
austansch 

" Kostenfaktor für instandhrdtungsbeclingte Stil.lstands
zeit 

Für den gleichzeitigen Austausch vor Errf'ichell deI' Gr<.'llz
nutzllngsdauer dps Get riebes el'gib t sieh analog 

+ ,,,- '~G + 'I' k Igr, :1 
j"M+G -~- M-G - -

tg~1 t gM 

(13) 

Dabei bedeuten: 

MM+G MontagekosteIl für gleichzeitigen Austausch VOll 

Motor und Getriebe 

TM+G instandhaltungsbedingte Stillstandszeit fOr gleich
zeitigen Austausch von Motor lind Getriebe 

tgc - t gM = t R Restnutzungsdauer des Getriebes (14) 
Durch Gleichsetzen der Beziehungen (12) und (13) läßt sich 
die Grenznutzungsdauer bestimmen, oberhalb der<'r ei n 
getrennter Austausch sinnvoll ist. 

tgrenz = tge 2 (1\1 M +:' ( TM + T <;) -::- (,lfe +" - TC +,\Ik)) 
tgM Kr; 

4. Zusammenfassung und Ausblick 

Das Anwenden mathematischer l\'lo(lPlIe Ifl der lust'lIld
ha ltung wird es ermöglichen, ne ue, bislallg ullerseldossC\w 
Reserven aufzndeckpn lind nutzbar zu lllaclwn , da mit Jlilf, ' 
der mathematischen Mode,Jle die Beziehungen der Einfluß
fa ktorcn untereinander cxa kt('r berücksichligt w<.'['dclI 
können. 

" 'e lch e Fragen tretl'n Hun au f, wcnll sich die Inst.a ncl
haltungspraktiker sti\rkcr als bisher mathcmat.isell<'r Metho
den bedienen wollen',) Dazu ist Ilotw('ndig: 

Die inllerhalb des Irtnc:lt<.'chnisc-herl InSlrInclllaltllllgs
w('sens und inllerhalb des Komplexf's H('rsj(·lI11ng - ln-

J GlcidlUng gilL für den Bereich 'gG + 19~1 < ') 
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standhaltung - Betrieb wirkenden Beziehungen \lud 
\'<.'s<.'tzmiißigkeiten näher zu untersuchen und mathema
t.iseh zu formulieren. 

Das Sehädigungsvel'hnltell der lnndtechnischen, Arbeit.s
mittel und deren wichtigster Element eexakt und kon
tinui'erlich zu untersuchen. Dip. dabei gewonnenen sta
tistischen Kennzahlen sind für die weitere Verwendung 
zentral zu speichern und allen Bedarfsträgern zur Ver
fiigung zu stellen. 

Die gesamte Problematik der Mathematisierung der In
standhaltung mehr als bisher zum Gegenstand wissen
schaftlicher Untersuchungen zu machen und anwen
dungsbereite Modelle für wiederkehrend!! instandhal
tungstechnische Fragen zu erarbeiten, zu erproben und 
der Praxis zur Verfügung zu stellen. 

Die \Veiterbildung auf mathematischem Gebiet, insbe
sondere der mathematischen ModelIierung, der Opera
tionsforschung, der Systemtheorie, der Statistik und 
Wahrscheinlich kei tsrechn ung zu vers tär ken. 

Das Lösen instandhaltungstechn ischer Fragen mit Hilfe der 
Mathematik erhöht zwar den Umfang der Vorbereitungs
arbeiten für eine vorgesehene Maßnahme erheblich. Ins
besondere bereitet die m athematische 'Formulierung der 
Gesetzmäßigkeiten oft Schwierigkeiten. Man sollte vor 
diesem Problem aber ni cht zurückschrecken, denn ein gründ
liches Erarbeiten des Modells befreit die zu treffenden 
Ehtscheidungen in weitem Maße von subjektiven Einflüssen. 
Zu diesem unbestreitbaren Vorteil der Unbestechlichkei t 
der mathematischen Methoden kommt außerdem der Vortei l 
hinzu, daß damit Erprobungs- und Einführungszeite n 
wesentlich verkürzt werden. 

Es soll noch darauf hingewiesen werden, daß ein mathema
tisiertes Betrachten instandhaltungstechnischer Fragen eine 
völlig neue Betrachtungsweise bringt und zwangsläufig zu 
völlig neuen Erkenntnissen führt, die eine wichtige Grund
lage fiir die Weiterentwicklung des landtechnischen Instand
haltungswesens bilden. 

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß das Anwen
den mathematischer Modelle a us einem modernen Instand
haltungswesen nicht lIlehr wegzudenken ist, und- es kann nur 
empfohlen werden, in breitem Maße dazu überzugehen . 
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