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Zur Abschatzung des Risikopotentials eines Stoffes in
der Umwelt werden auch Angaben iiber dessen Mobili-
tat und Persistenz bendtigt, um daraus z.B. zu erwarten-
de Akkumulationen oder Dosis-Wirkungs-Male ableiten
zu konnen. Es wird gezeigt, wie diese Fragestellungen,
die im wesentlichen das dynamische Verhalten eines
eingebrachten Stoffes betreffen, durch Angaben iiber
die Struktur des Okosystems sowie durch Angaben iiber
spezielle Stoffeigenschaften des Austauschs und des Ab-
baus beantwortet werden konnen. Die modellmaRige
Betrachtung fiihrt so anhand iiberschlagiger Berechnun-
gen relativ schnell zu ersten Abschdtzungen des umwelt-
relevanten Verhaltens eines Stoffes im interessierenden
Okosystem.
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1. Einleitung und Zielsetzung

Agrardkosysteme unterliegen zahlreichen Stoffeintrigen. Zur Be-
urteilung der Umweltrelevanz dieser Stoffeintrige ist eine systema-
tische Erfassung der Stoffstréme Voraussetzung. Fiir eine Risiko-
analyse werden neben den Angaben iiber die Mengen und toxi-
schen Eigenschaften der eingebrachten Stoffe vor allem Aussagen
iiber den zeitlichen Verlauf der Konzentrationen in den verschie-
denen Kompartimenten der Umwelt benétigt, um die zu erwar-
tenden Verteilungen von Stoffeintridgen mit Hilfe von 6kotoxiko-
logischen Daten bewerten zu kénnen [1, 2].

Die umweltrelevanten Fragestellungen nach der Mobilitit, der
Persistenz oder der Akkumulation einer Substanz in der Umwelt
wie z.B.:
— Wohin und mit welcher zeitlichen Verzégerung wandert
diese Substanz im Okosystem?
— Ist eine Abbaurate abschitzbar oder ist der Stoff
persistent?
— Besteht die Gefahr einer Akkumulation bei wiederholter
Anwendung?
lassen sich durch Experimente und Messungen beantworten. Mes-
sungen in realen, komplexen Okosystemen mit ihren oftmals gro-
Ben Zeitverzogerungen sind jedoch sehr aufwendig und langwierig.

Erginzend zu den experimentellen Ansitzen ist es das Ziel dieser
Arbeit, mit systemtechinischen Modellbetrachtungen iiber die Dy-
namik der Abbau- und Transportvorginge im Naturhaushalt eben-
falls zu Prognosen iiber das Verhalten einer Substanz in der Um-
welt zu gelangen. Dabei zielt die modellmiBige Betrachtung dar-
auf ab, anhand mit geringem Aufwand zu ermittelnder Parameter
eine schnell zu erreichende iiberschligige Abschitzung des um-
weltrelevanten Verhaltens eines Stoffes im Okosystem zu geben.

Als Losungsweg bietet sich dabei die Zusammenfassung der allge-
meinen Stoffbilanzen fiir die typischen Grundprozesse an. Die
grundlegenden Transport- und Abbaumechanismen werden zu
einem einheitlichen Matrizenmodell zusammengefait, wobei es
von besonderer Bedeutung ist, dafl dessen Parameter meftechnisch
deutbar sind. Man kommt so zu einem allgemeingiiltigen Simula-
tionsansatz in bezug auf das Umweltverhalten einer Substanz in
beliebigen Okosystemen und zur Vorhersage des zeitlichen Ver-
laufs. Die bewuft auf einfache mathematische Handhabbarkeit
schon mit Tischrechnern angelegten Formeln und Modelle lassen
erste Aussagen in bezug auf typische Systemeigenschaften wie Mo-
bilitat, Persistenz und das Akkumulationspotential einer Substanz
in der Umwelt zu. Weiterfithrende Fragen mit ausgeprigter rdum-
licher Variabilitat (z.B. grofrdumige Ausbreitungsvorginge in
Luft, Verteilungen im Boden, etc.) miissen in getrennten Ansitzen
behandelt werden.

2. Grundsatzliche Vorgehensweise
2.1 Abgrenzung und Strukturierung

Bei dem Versuch, dem Verbleib einer Substanz in der Umwelt

nachzuspiiren, wird schnell deutlich, wie komplex und teilweise
lickenhaft die Fakten iiber die Stréme des Stoffaustausches und

10

die sie beherrschenden GesetzmiBigkeiten sind. Schon das Oko-
system abzugrenzen bereitet Schwierigkeiten. Besonders interessi-
rende Systemelemente wie Boden, Wasser, Luft oder Pflanzen sind
verbal zwar schnell definiert, die notwendige Differenzierung und
die jeweils spezifischen Mechanismen fiir den Stoffaustausch sind
jedoch nur schwer zu bestimmen.

Unabdingbare Voraussetzung fiir die modellmiRige Betrachtung
der funktionellen Zusammenhinge ist jedoch die Abgrenzung des
Problems und die Strukturierung in iiberschaubare Elemente. Das
Gesamtsystem wird dabei in definierte Teilbereiche mit moglichst
einheitlichen Bedingungen in den einzelnen Teilbereichen und kla-
ren Wirkungsmechanismen zwischen den Teilbereichen aufgeglie-
dert. Dabei ist es zweckmiBig, die Okosysteme je nach Fragestel-
lung und Zielsetzung unterschiedlich zu strukturieren. Ein labor-
mifiges Standard6kosystem, bestehend aus abgegrenztem Luft-
raum, wenigen Pflanzen und diinner Bodenschicht, wird sicherlich
anders zu gliedern sein als ein reales System, bei dem die vorhande-
ne Komplexitit zur Einfilhrung weiterer Teilsysteme (z.B. Boden-
schichten, trophische Ebenen usw.) zwingt.

Wichtig ist jedoch eine Abgrenzung in mefibare Grofien, am besten
dargestellt durch Strukturdiagramme, aus denen man einen ersten
Uberblick iber die Wechselwirkungen zwischen den Zustandsgro-
Ren gewinnen kann. Eine solche Kompartimentalisierung der Um-
welt hat sich als hilfreich fiir die spitere Berechnung erwiesen.
Auch wenn die Umwelt je nach Fragestellung hochst unterschied-
lich strukturiert werden muf, so fiihrt die Kompartimentalisierung
stets auf einheitliche mathematische Grundlagen. Der Verbleib
einer Substanz in beliebigen Okosystemen wird so durch iibergrei-
fende Regeln vorhersagbar. Die wenigen bei der Kompartimentali-
sierung einzuhaltenden Regeln sind nachfolgend niher betrachtet.

2.2 Eigenschaften eines Kompartiments

Ein Okosystem wird fiir Modellbetrachtungen aufgeteilt in eine
endliche Zahl von makroskopischen Teilsystemen (Kompartimen-
te), von denen ein jedes homogen oder gut durchmischt ist. Die
Kompartimente stehen untereinander in Austausch. Das Kompar-
timent ist definiert als Menge eines Stoffes, die kinetisch als homo-
gene und abgeschlossene Einheit zu betrachten ist. Bezieht man
die Menge auf ein physikalisches Volumen, so kann auch die Kon-
zentration als bezogene Menge das Kompartiment bilden [3].
Grundgleichungen der Kompartimentsysteme sind daher die Stoff-
bilanzen im betrachteten System.

Kompartimente werden iiblicherweise durch Kastchen dargestellt,
denen bestimmte Ubergangsraten als Pfeile zugeordnet sind. Diese
Ubergangsraten bestimmen sich aus den Transferkoeffizienten und
der Zustandsgrofie des Kompartiments und werden in Masse pro
Zeiteinheit angegeben. Die Ubergangsraten werden in der Regel als
linear von der Zustandsgrofe (Menge der betrachteten Substanz
im Kompartiment) abhingig angenommen. Besonders einfache
Modelle lassen sich ableiten, wenn es gelingt, die Umwelt als Sy-
stem weniger homogener Phasen anzusehen (z.B. Luft, Wasser,
Boden). Zwingt die Fragestellung dazu, statt solch einfacher An-
sdtze mit nur wenigen hochaggregierten Kompartimenten eine
weitere Unterteilung in Subkompartimente vorzunehmen, so

wird die Beschreibung zwar umfangreicher, muf jedoch nicht
grundsitzlich gedndert werden.

Wichtig fiir die hier betrachteten Kompartimentalisierungsmodelle
bleibt vorldufig die Annahme, daf in jedem Kompartiment eine
ungefihr gleichméfige Verteilung der Substanz mit nur geringen
ortlichen Abweichungen vorliegt. Diese notwendige Vorausset-
zung bestimmt weitgehend die Gliederung des Okosystems. Aus
Griinden der Rechentechnik wird ferner auch angenommen, dafl
die Austauschmechanismen mit anderen Kompartimenten und
die Mechanismen des Abbaus linear sind. Beide zunichst streng
erscheinenden Einschriankungen konnen durch entsprechende Re-
chentechniken gelockert bzw. vollstindig fallengelassen werden.
Zunichst sind sie jedoch, insbesondere was die Strukturierung be-
trifft, so wesentlich, daf} sie naher betrachtet werden sollen.
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2.2.1 Der Grundsatz der Gleichverteilung

Praktisch besagt der Grundsatz der Gleichverteilung in einem
Kompartiment, dafl innerhalb des Kompartimentes eine Anderung
im chemischen Potential schnell und gleichmafig im ganzen Kom-
partiment wirkt, jedenfalls deutlich schneller als ein Austausch
iiber die Kompartimentsgrenzen hinweg. Ein Stoff sollte sich also
innerhalb eines Kompartimentes im Gleichgewicht befinden. Fiir
die Konzentration eines Stoffes im Kompartiment bedeutet dies,
daf die Menge als Ganzes gesehen sehr wohl zeitlichen Anderun-
gen unterliegen kann. Jedoch sollte jede Konzentrationsinderung
innerhalb des Kompartiments hinreichend schnell geschehen, so
daf} die ortlichen Gradienten innerhalb des Kompartimentes ge-
geniiber den zeitlichen Gradienten des Austausches iiber die Kom-
partimentsgrenzen hinweg vernachlassigt werden konnen.

Fiir gut durchmischte Kompartimente wie Atmosphire und Hy-
drosphire sind diese Annahmen oft auch bei groflen Volumina ge-
geben. Fiir nicht durchmischte Kompartimente wie die Pflanzen-
welt oder die Pedosphire mit ihrem immobilen Charakter sind
diese Annahmen nicht uneingeschrinkt zuléssig. Besonders bei
immobilen Kompartimenten mit schlechter Durchmischung und
mangelnden inneren Ausgleichsvorgingen besteht bei der Zusam-
menfassung in zu grob gegliederte Kompartimente die Gefahr von
unzulidssig groflen Fehlern. Hier kann Abhilfe durch Unterteilung
in weitere Subkompartimente (z.B. Nahrungsketten, Bodenschich-
ten usw.) geschaffen werden, wobei dann jedoch auch die Zahl
der benotigten Koeffizienten fiir die Austausch- bzw. Abbaume-
chanismen wichst.

2.2.2 Lineare Ubertragungsmechanismen

Ahnliches wie fir den Grundsatz der Gleichverteilung gilt auch

fiir den Grundsatz linearer Ubergangsmechanismen. Ein Austausch
mit benachbarten Kompartimenten ist danach nur von der Menge
(oder der Konzentration) des betrachteten Stoffes im Komparti-
ment abhingig. Nichtlineare Beziehungen in der Konzentration,
wie z.B. Sittigungseffekte, werden zundchst nicht betrachtet. Das
Gebot der Linearitit bezieht sich dabei nur auf die Konzentra-
tion, nicht auf zusitzliche Einflufigroflen wie Zeit, Temperatur,

Feuchtigkeit oder andere die Austauschmechanismen beeinflussen-

de Parameter.

Da die Mehrzahl der fiir den Stoffaustausch grundlegenden Vor-
ginge linearer Natur ist, ist diese Forderung nur selten begren-
zend. Wirklich nichtlineare Prozesse konnen ferner auch durch
Betrachtung der Abweichungen vom stationaren Zustand (Durch-
schnittswert) linearisiert werden. Insgesamt kommt man mit line-
aren Ansétzen, insbesondere wenn die mathematischen Untersu-
chungen eher als erster Ansatz fiir eine Risikoanalyse denn als
Prizisionssimulation zu betrachten sind, erstaunlich weit.

Die Modellbetrachtungen sollen hier in erster Linie zu schnell zu
erreichenden Aussagen iiber den interessierenden Gesichtspunkt
des mutmaflichen Verbleibs einer Substanz in der Umwelt fiihren,
im Sinne einer vorldufigen Abschatzung. Mathematische Feinhei-
ten sind von untergeordneter Bedeutung, die Frage nach der Ein-

fachheit in der mathematischen Behandlung steht im Vordergrund.

Die Erfassung kinetischer Vorginge in der Umwelt durch lineare
Kompartimentalisierungsmodelle bietet hierfiir klare Vorteile.
Kompartimentalisierungsmodelle sind relativ einfach schon mit
Tischrechnern zu 16sen, sie bieten den Riickgriff auf eine weit ent-
wickelte mathematische Theorie und sind iibersichtlich aufgebaut.
Die umweltrelevanten Fragestellungen lassen sich iibersichtlich be-
antworten, die typischen Variationen hinsichtlich unterschiedli-
cher Einbringung, verdnderlicher Abbauraten oder unterschiedli-
cher Transportmechanismen lassen sich problemlos beriicksichti-
gen. Die Bestimmung der Parameter erfolgt durch eindeutige phy-
sikalische Gesetzmafigkeiten.
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_2.3 Die Gleichungen des Stoffaustausches

Die mathematischen Grundlagen aller Betrachtungen zum Ver-
bleib einer Substanz in der Umwelt sind stets die Massenbilanzen
des betrachteten Stoffes in den verschiedenen Kompartimenten
des Okosystems. In einer Massenbilanz miissen alle relevanten
Stoffbewegungen wie Diffusion, Transport, Abbau und Eintrag in
Beziehung gesetzt werden. Bild 1 zeigt das i-te Kompartiment
eines Systems von n Teilsystemen. Zustandsvariable im i-ten Kom-
partiment ist die Menge des betrachteten Stoffes x;.

Als Eintrag in das Kompartiment ist ein Materialfluf8 u;(t) ange-
nommen, die Rate des Abbaus ist a; x;. Die Raten des Austau-
sches zwischen dem i-ten und j-sten Kompartiment sind a;; x; als
Gewinn bzw. - a;; x; als Verlust. Die Vorzeichen der Terme erge-
ben sich aus den Fliefrichtungen. Als Gleichung (Massenbilanz)
fir das i-te Kompartiment ergibt sich fiir die Anderung pro Zeit-
einheit aus Eintrag, Abbau und Austausch mit allen j (j #1i;

1 <j < n) Kompartimenten:

n n
Xj = Uy +j§1 3 X5 - izzlaji Xj - apj X -
j#i it

:.Ii(t)

-_— aij X X;

(tD——aji Xj—~

agi Xj

Bild 1. Stoffstrome durch ein Kompartiment.

Fafit man die Gleichungen fiir das gesamte System iiber alle n
Kompartimente i zusammen, so ergibt sich die Matrizen-Differen-
tialgleichung

X=AX+U
mit den Anfangswerten

X(0)=X0
als zentrale Beschreibung fiir ein lineares Kompartimentmodell.

Darin bedeuten X und U die Spaltenvektoren der Zustandsvaria-
blen bzw. des Eintrages (Anregung):

x1 (1)

X: ) ; LL:

u 1_(t)

up (t)

Der Vektor X0 bezeichnet die gegebenen Anfangswerte. Ohne
Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit werden iiblicherweise die
Startwerte auf 1 normiert (Molenbriiche):

X, (1)

n
T x0=1.
i=1 !

1"



A ist die zentrale Matrix fiir den Austausch und den Abbau inner-
halb des Gesamtsystems (Systemmatrix). Die Elemente 3 der
Matrix A reprasentieren den Transfer des betrachteten Stoffes
vom Kompartiment j nach i pro Zeiteinheit und pro Mengenein-
heit. Fiir die Diagonalelemente a;; gilt, daf8 sie gleich der negativen
Summe aller Spaltenelemente mmus der Rate des Abbaus a; sind:

-3
a“ = e - a .
ii j=1 a] 0i

i#
Wird die Zerfallsrate a); gleich Null, so addieren sich das Diago-
nalelement und die Summe aller Elemente derselben Spalte zu
Null (Markov-Matrizen).

Gemaf ihrer Herleitung aus den Stoffbilanzen fiir alle Komparti-
mente a3t sich die zentrale Matrix A auch wieder sofort in ihre
physikalisch bedeutenden Teile zerlegen, ndmlich in die Disper-
sionsmatrix A, in der nur die Austauschvorgénge der Komparti-
mente untereinander beschrieben werden, und in die Abbauma-
trix A,, in der nur die Diagonale mit den Abbauraten besetzt ist:

A=A1+A2

Dabei ergibt sich die Austauschmatrix zu:

- 23 ... Ay
3.21 -EaiZ azn

A=
L a1 anz...—Eain_

und die Abbaumatrix zu:

-4p] 0

0 -302... 0
A, =

0 0 .-2gp

3. Verhalten von Kompartimentsystemen
3.1 Strukturelle Eigenschaften der Systemmatrix

Aus der Matrix A 143t sich eine ganze Reihe von grundsitzlichen
Aussagen iiber die Struktur des Okosystems und seine Funktionen
herleiten. Die Matrix A schreibt sich (ohne nihere Ausfiihrung der
speziellen Regel fiir die Diagonalelemente) zu

a1, 312...a1j...a1n
3.12 322...82j...3.2n

So empfingt das

3y Ay .- ...y | - i-te Kompartiment

M.

nl an2"'anj"'ann

So gibt das j-ste
Kompartiment ab
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Das Element a;; ist dabei der Koeffizient des Uberganges von j
nach i. Jede Zeile zeigt in der Matrix an, wie das entsprechende
Kompartiment von den anderen Kompartimenten empfangt, wih-
rend jede Spalte angibt, wie das entsprechende Kompartiment an
die anderen abgibt. In der Diagonalen sind die Abbauraten ent-
halten.

Da die Struktur der Matrix die grundsitzlichen Pfade des Stoff-
transportes widerspiegelt, bilden sich markante Sonderfille auch
entsprechend ab. Dementsprechend lassen sich auch Aussagen
treffen iiber Matrizen mit besonderen Merkmalen, wie sie gerade
bei Okosystemen immer wieder vorkommen.

3.1.1 Isolierte und schwach gekoppelte Teilsysteme
Laft sich z.B. eine Matrix entlang der Hauptdiagonale in zwei

Teilmatrizen aufteilen, so miissen die Teilsysteme isoliert sein,
Bild 2. Beide Teilsysteme haben dann nichts miteinander zu tun

und konnen sich nicht beeinflussen.

Teilsystem A’ Teilsystem B’
a1 a
A" 0 az ag
A= = (0 0 a5 a6
0 B’ 00 ag a1 811

0 0 ayp a3 a4

Bild 2. Isolierte Teilsysteme.

Hiufiger als dieser getrennt zu behandelnde Fall ist jedoch der
Fall einer nur schwachen Koppelung zwischen den Teilsystemen.
Beispielsweise soll eine Umweltchemikalie in einem Okosystem
sich verteilen, in nur einem Kompartiment zerfallen, und das
Spaltprodukt soll ebenfalls im Okosystem (mit allerdings anderen
Transportmechanismen) beobachtet werden. Der Wirkungsmecha-
nismus und die Matrix einer solchen schwachen Koppelung sind
in Bild 3 dargestellt.

a52
5 6]

ajg ap a3 0 0 0
az1 a2 az3 0 0 0
azy a4z as3 0 0 0

A=10 0 0 au s ae
0 agpy O agy ags asp
0 0 0O aps 235 as

Bild 3. Schwach gekoppelte Teilsysteme.
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3.1.2 Strukturelle Persistenz

Hat ein System eine ’Senke” dergestalt, daf} ein Kompartiment
zwar Material empfangen, jedoch keines abgeben kann, Bild 4,
dann muf die entsprechende Spalte in der Matrix gleich Null sein.
Alles verfiigbare Material sammelt sich, sofern es nicht vorher
schon an anderer Stelle abgebaut wurde, iiber grofle Zeiten im
hier dargestellten Fall im Kompartiment 3, aus dem es keine Mog-
lichkeit des Entrinnens gibt. Praktisches Beispiel fiir eine solche
Akkumulation ist die Einlagerung bestimmter Pflanzenschutzmit-
tel im Fettgewebe von Tieren.

(2] 4]
ajp a2 0 apy
A= |321 a2 0 ayn
ag; azz 0 agy
a1 agy 0 agy

Bild 4. System mit struktureller Persistenz.

3.1.3 Nahrungsketten und Bodenschichten

Interessant sind ferner auch die Systeme, die sich nur mit ihren
unmittelbaren Nachbarn austauschen konnen (Bodenschichten,

Nahrungsketten usw.). Solche Kettensysteme, Bild 5, sind gekenn-

zeichnet durch eine Tridiagonalmatrix, bei der nur die Hauptdia-
gonale und die beiden Nebendiagonalen besetzt sind. Der Aus-
tausch erfolgt zeitverzogert vom Einbringungsort entlang der vor-
gegebenen Pfade. Mit Tridiagonalmatrizen konnen ausgeprigte
ortliche Verteilungen nachgebildet werden.

-(apq) aj 0 0o...0 T
ap; -lajptazg) a3 0...0
agy -(agz+ags)
0 0 as3
A= ' )
0 0 an_1'n
0 0 8n,n-1 3nn

Bild 5. Kettensystem.
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3.1.4 Gemeinsame Austauschmedien

Hiufig ist auch der Fall, daf verschiedene Kompartimente sich
nur iiber einen gemeinsamen Pool austauschen (z.B. Wasser als
Austausch- und Transportmedium zwischen den Bodenschichten).
Das Blockschaltbild sowie die charakteristische Struktur der Ma-
trix sind in Bild 6 dargestellt. Diese Matrixform taucht haufig
auch bei Untersuchungen in der Pharmakologie auf. Die einzelnen
Kompartimente sind dort die Organe, der gemeinsame Pool ist
das universelle Transportmedium Blut.

0 (3]

ajp 0 0 ag
0 ap 0 ap
0 0 azg3 a3
a14 a4 3z 34§J

Bild 6. System mit gemeinsamem Austauschmedium.

3.1.5 Populationsmatrizen

In Bild 7 ist abschlieflend auch die Entwicklung einer Population
dargestellt. Als Kompartiment ist hier die Anzahl der Individuen
pro Altersklasse definiert. Die Reproduktionsraten f; geben die
Geburtswahrscheinlichkeit, in den Uberlebensraten s; spiegeln
sich die Sterbewahrscheinlichkeiten wider. In der Matrix sind nur
die erste Zeile und die Subdiagonale besetzt.

0o fi T s B
SO 0 .0
0 s 0 .0
A= 0 0 $2 . 0
0 0 O Sp.1 0

Bild 7. Reproduktionssystem.

3.2 Dynamische Eigenschaften und Losungsverfahren

Die grundlegenden Massenbilanzen fiir die Kompartimentalisie-
rung und die Beschreibung des Verbleibs einer Substanz in der
Umwelt lassen sich, wie oben gezeigt, in einer Matrix-Differential-
gleichung zusammenfassen. Diese Gleichungsform gilt fiir alle Oko-
systeme. Als Verfahren fiir die Losung des Kompartimentproblems
bieten sich die Entwicklung nach Eigenwerten und die Entwick-
lung in eine Potenzreihe an. Auf ein numerisches Verfahren zur
Losung des Problems mit Tischcomputern wird kurz eingegangen.
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3.2.1 Entwicklung nach Eigenwerten
Die allgemeine Gleichung
X=AX+U

zerfillt in den homogenen Teil (ohne Eintrag von aufien) und den
inhomogenen Teil der Losung. Der homogene Teil

X =AX

hat dabei eine zentrale Bedeutung, unter anderem weil ein einma-
liger Eintrag in das System mathematisch gleich dem Setzen der
entsprechenden Anfangswerte X0 ist. Der homogene Teil hat als
Losung [3, 4]:

n At
Xt) =2 ¢ Y;e
i=1

At At At
=01X_1e1 tcy Yye 2 toote, Y et

Die Losung des Kompartimentproblems 14ft sich also als Summe
von Exponentialfunktionen darstellen. Die in der Praxis haufig ge-
wihlt halblogarithmische Darstellung iiber der Zeit, bei der die
zeichnerische Losung Geraden ergibt, findet hier ihre Berechtigung.

Die Eigenwerte A; berechnen sich aus der Determinate (charakteri-
stisches Polynom):

[A-N11=0.

Die Eigenwerte A; (I=1,. .., n)sind negativ, sofern in der Ma-
trix A alle Elemente a;; > 0, was bei Kompartimentmatrizen stets
der Fall ist (Ubergangsraten sind stets positiv oder Null). Den Ei-
genwerten A; sind n Eigenvektoren Y; zugeordnet, die die Glei-
chung

AY;=\Y;

erfiillen. Die Konstanten c; schlielich werden so gewdhlt, daB zur
Zeit t = 0 alle Anfangswerte X0 erfiillt werden:

XO=c Y, +...%¢c, Y, .

Die Losung des Systems laft sich also darstellen als Summe von
abklingenden e-Funktionen. Aus der Matrix A lassen sich die Ei-
genwerte und Eigenvektoren bestimmen. Bei gegebenen Anfangs-
werten oder nach erfolgtem Eintrag bestimmen im homogenen
Fall nur die Eigenwerte und Eigenvektoren das Verhalten des Sy-
stems. Aus der Entwicklung nach Eigenwerten ergibt sich aufier-
dem sofort, daB alle Zustandsvariablen x;(t) stets grofier oder
gleich Null sein miissen (keine negativen Massen). Bei negativen
Eigenwerten (kein Eigenwert gleich Null) verschwinden ferner alle
Zustandsvariablen mit Sicherheit bei grofien Zeiten.

Die vollstandige inhomogene Gleichung
X=AX+U,

die wichtig fiir Betrachtungen bei speziellen Anwendungsszenarien
ist, hat als Losung den homogenen Teil plus eine partikuldre Lo-
sung fiir die Immission. Um eine solche zu finden, setzt man die
allgemeine Losung des homogenen Systems in das inhomogene
System ein.

3.2.2 Entwicklung in eine Potenzreihe
Ebenso wie insbesondere fiir theoretische Aussagen die Entwick-
lung der Lésung nach Eigenwerten wesentlich ist, ist die Entwick-

lung der Losung in eine Potenzreihe fiir die praktische Berechnung
von Vorteil.
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Die allgemeine Losung der vollstandigen Matrix-Differentialglei-

chung ist in vielen einschldgigen Biichern, insbesondere der Rege-
lungstechnik, ausfiihrlich abgeleitet, so z.B. in [4]. Sie lautet mit

homogenem und inhomogenem Teil:

t
X®={ A Y(r) dr +eAt X0 .

Die Losung setzt sich aus zwei Termen additiv zusammen. Der er-
ste Term gibt die Abhingigkeit vom Eingangsvektor U an, der
zweite Term die Abhangigkeit von den Anfangswertén X0. Auch
an dieser Losung ist das allgemein geltende Superpositionsprinzip
linearer Gleichungen ersichtlich. Es besagt z.B. in diesem Fall, da}
unabhingig von der Vergangenheit die Verteilung einer Substanz
in der Umwelt nach erneuter Applikation einfach so berechnet
wird, daf auf die bisher erreichten Werte die neue Applikation
aufaddiert wird und mit den sich so ergebenden neuen Startwer-
ten weitergerechnet wird.

Im Falle einer konstanten Matrix A sowie bei konstantem Eintrag
in die Kompartimente vereinfacht sich die allgemeine Losung zu:

X(t)=eAtx0+ AlEeAt-DU .

Daraus ergibt sich fiir einmaligen Eintrag (nur Startwerte)
X(t) =ert X

und fiir konstanten Eintrag (zeitlich gleichformiges Eintragen):
Xt =Al(eAt-DU.

Fiir grofie Zeiten (t > =) vereinfacht sich die Losung weiterhin zu:
Xt=AtU.

In den allgemeinen Losungen ist die Matrix-Exponentialfunktion
¢At dabei definiert als Reihenentwicklung analog dem skalaren
Fall

2 o i
At=gepa Lt a2ty -3 (AU
I 7! o

>

wobei I die Einheitsmatrix ist. Die Exponentialfunktion wird auch
abgekiirzt mit

d(t) = eAt

und heift Uberfiihrungs- oder Transitionsmatrix. Sie hat eine zen-
trale Bedeutung fiir das Verhalten des Systems. Mit Hilfe dieser
Matrix laft sich eine ganze Reihe niitzlicher Abschdtzungen vor-
nehmen. Zwar ist man zur genauen Berechnung der Transitions-
matrix und damit des zukiinftigen zeitlichen Verhaltens des Sy-
stems im allgemeinen auf Rechner angewiesen, doch lohnt sich
der erhohte Anfangsaufwand bei numerischen Abschitzungen.

3.2.3 Verkniipfungen zwischen den Lésungsverfahren

Von Bedeutung fiir spatere Rechenverfahren sind Betrachtungen
iiber Zusammenhinge zwischen den beiden Losungswegen. Per
Definition ist als Jordan-Matrix eine Diagonalmatrix bezeichnet,
deren Elemente die Eigenwerte einer dhnlichen Matrix A sind.

A, 0 O 0]

Ay ..0

0 0 A3 ...0

j=| .
0 A,
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(Der Fall mehrfacher Eigenwerte wird hier der Ubersichtlichkeit

halber nicht behandelt.) Da jede quadratische Matrix A durch ge-
eignete Transformation auf eine Jordan-Matrix iiberfithrt werden
kann, in der die Figenwerte direkt erkennbar sind,

A=TJT!
J=TLlAT

gilt es, die Transformationsmatrix T zu bestimmen.
Die Matrix T gewinnt man aus der charakteristischen Gleichung:

AT -TJ=0.
Die gesuchten Spaltenvektoren T; ergeben sich also aus
AL =T N

und sind gleich den i-ten Eigenvektoren von A. Die Transforma-
tionsmatrix T besteht aus den Eigenvektoren von A als den jewei-
ligen Spaltenvektoren T; = Y;. Fiir jede dhnliche Matrix gilt, dafs
auch ihre Fundamentalmatrizen dhnlich sind

-1
At =TI TtoT1 gt

womit der Zusammenhang zwischen Potenzreihenentwicklung
und Entwicklung nach Eigenwerten aufgezeigt ist.

3.2.4 Losungsalgorithmus

Fiir praktische Losungsprogramme wird meist der direkte Weg
iiber die Reihenentwicklung bevorzugt. In der Potenzreihe
2
eAt=T+Ar+ AL 4
2!
ergibt sich das n-te Glied aus dem vorhergehenden Glied nach der
Rekursionsformel

T @- o
und kann so einfach berechnet werden. Jedoch kann die numeri-
sche Auswertung der Potenzreihenentwicklung bei schlechter
Konvergenz zu groflen Rechenzeiten oder grofien Rechenfehlern
fihren. Fehlerschranken fiir die Reihenentwicklung sind in [5] an-
gegeben. Fiir den Zeitschritt sollte eingehalten werden:

104 k!
lAt][k-1

Ein Algorithmus fiir die praktische Berechnung ist in [4] abgelei-
tet. Die richtige Schrittweite wird hier automatisch erzeugt.

4. Bewertungsmalstabe fiir das Verhalten eines Stoffes
in der Umwelt
4.1 Wirkungsmale

Die Belastung von Mensch oder Umwelt folgt aus der Toxizitat
eines Stoffes (ausgedriickt durch Mafzahlen wie z.B. MAK-Wert,

LD50, no-effect level usw.) sowie der Menge und der Einwirkungs-

dauer des Stoffes im betrachteten Kompartiment. Die Menge des
Stoffes in einem Kompartiment ergibt sich aus der Gesamtmenge
des in die Umwelt eingebrachten Stoffes und den Mechanismen
des Austausches und des Abbaues, welche fiir die aktuelle Menge
des Stoffes im interessierenden Kompartiment und ihren zeitli-
chen Verlauf verantwortlich sind. Sdmtliche Transport- und Ab-
baumechanismen sind in der Systemmatrix A zusammengefafit.
Es gilt, aus den Koeffizienten der Systemmatrix umweltrelevante
Maf3stibe abzuleiten, um charakteristische Kennzahlen fiir das
mégliche Gefiahrdungspotential einer Substanz unabhéngig von
der eingebrachten Gesamtmenge aufzuzeigen. Die Kennzahlen
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sollen Aussagen ermoglichen iiber Wirkungsdauer und Wirkungs-
hohe eines Stoffes in einem Kompartiment oder dem Gesamtsy-
stem sowie iiber seine Verteilung und sein Abbauverhalten.

4.1.1 Zeit-Dosis-Integral

Ist x;(t) die Menge des Stoffes im i-ten Kompartiment, so ist un-
abhingig von der Art der Dosierung das Integral

my(t) = Oft x(t) dr

ein MaB fiir die mittlere Menge dieses Stoffes im Kompartiment
wihrend der Zeitspanne t. Das Mafl m; beschreibt die fiir die Wir-
kung charakteristische Fliche aus Zeit und Menge eines Stoffes
(Zeit-Dosis-Integral) im Kompartiment i. Die physiologische Wirk-
samkeit wird in chronischen Fillen bestimmt mit dem Produkt
aus Dosis und Einwirkungszeit.

Das Produkt aus Gesamtdosis und Wirkungsdauer eines Stoffes
wird, bezogen auf die eingebrachte Gesamtmasse des Stoffes zu
Beginn der Betrachtungen, zu:

[ X(t) dt
0

Zx(0)

Der Ausdruck wird auch als bezogenes Zeit-Dosis-Integral bezeich-
net. Er beschreibt das Produkt aus Zeit und Anteil eines Stoffes
in einem Kompartiment [6].

4.1.2 Wirkungszeit

Zur Kennzeichnung der Wirkung einer Substanz muf3 man sich auf
die einmal in die Umwelt eingebrachte Menge beschrianken. Nach
der allgemeinen Losung des Kompartimentproblems ergibt sich in
Abwesenheit weiterer Eintrdge die Losung des homogenen Sy-
stems bei gegebenen Anfangswerten zu:

X(t) = At X(0) .

Setzt man in die Gleichung fiir das bezogene Zeit-Dosis-Integral
die homogene Lésung ein, integriert und bezieht auf die Anfangs-
menge 1 (Molenbriiche), so erhélt man:

f eAt XO dt
0

W= = A1 X(0) .

1
Durch Summation iiber alle Kompartimente i erhélt man fiir das
Gesamtsystem die systemische Wirkungszeit der Substanz, die ur-
spriinglich im Kompartiment j eingesetzt war:

Die inverse Matrix hat aber auch noch eine weitere Bedeutung.
Bei zeitlich konstanter Belastung ergibt sich aus der allgemeinen
Losung fiir grofle Zeiten

X()=A1U,

d.h. die inverse Matrix gibt auch an, wie bei konstanter Immission
jedes Einzelkompartiment im stationdren Zustand belastet wiirde,
d.h. welchem Endzustand das System bei konstanter Immission
zustrebt.

Die wichtige inverse Matrix A"l der mittleren Wirkungszeiten exi-
stiert jedoch nur dann, wenn die Ausgangsmatrix A keine geschlos-
senen Teilsysteme (Senken) hat, d.h. wenn von jedem Komparti-
ment aus auch auf Umwegen wenigstens ein Kompartiment mit
Ausgang (Abbau) zu erreichen ist. Anders ausgedriickt: fiir jeden
Anfangszustand X0 muR gelten, daf in unendlicher Zeit die Men-
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gen Xx; in jedem Kompartiment gegen Null gehen, d.h. alle Eigen-
werte negativ sind

X(0)=0oder\;<0(i=1,...,n).

4.1.3 Verweilzeit

Von der Wirkungszeit 7 ist die durchschnittliche Verweilzeit t zu
unterscheiden. Diese ergibt sich aus dem Verhiltnis von bewerte-
ter zu unbewerteter Menge [6, 7]:

__Jtx(t)dt  pre*Atx(0)dt _ A2 X(0)
T orxmdt - Sxndt o

1
Wirkungszeit und Verweilzeit haben unterschiedliche physikali-
sche Bedeutung. Verdoppelt sich z.B. die Menge des Stoffes x;(t)
im Kompartiment i, so ist die Wirkungszeit 7; auch verdoppelt,
die durchschnittliche Verweilzeit t; jedoch unverdndert. Wirkungs-
zeit und Verweilzeit bestimmen beide das Verhalten des Systems
nach anfanglicher Belastung. Die Verweilzeiten t; haben die physi-
kalische Interpretation, daf} sie die Durchschnittszeit im Kompar-
timent i bezeichnen, die eine kleine Menge (ein Molekiil) einer
Substanz, die zu Beginn der Betrachtungen im Kompartiment j
war, im i-ten Kompartiment verbringt.

4.1.4 Relaxationszeit

Die Losung fiir das zeitliche Verhalten der Substanz in den Kom-
partimenten lafit sich auch als Summe von Exponentialfunktionen
darstellen:

n
Xi(t) =2
j=1

aij eAt/Ej .

Die §; heiffen Relaxationszeiten (gleich Halbwertszeiten, wenn
zwiscjhen den Kompartimenten kein Austausch besteht). Die Re-
laxationszeiten sind mit den Wirkungszeiten verkniipft

™M=

T. = a. &,
i i1 ij Sj

was man durch Einsetzen der Summe der Exponentialfunktionen
in das 7-bestimmende Integral beweist.

Wegen der Entwicklung der Losung nach Eigenwerten ist

2 0
aj; = Zj Xi
und
Z (N, I-4)
7. = kii

iT TS e ony)
& M)

Somit berechnen sich die Relaxationszeiten aus den Eigenwerten
zu

— -1
g=-n".

4.1.5 Auswaschungsgrad

Mit Clearance wird in der Pharmakologie ein Teilvolumen bezeich-
net, welches pro Zeiteinheit vollstandig von einem Stoff gereinigt
wird. Fir Kompartimentbetrachtungen ist statt des pharmakoki-
netischen Begriffes Clearance besser die dhnlich definierte Aus-
waschfunktion geeignet. Fiir die Gesamtmenge eines Stoffes im
System als Summe aller Teilmengen in den Kompartimenten gilt

n n At n At
g(t) = ,21 x(t) = ¢ (,21 ¥i1) e P, Cn (1—21 Yin)e "
i= i= =

mit y;; als i-te Komponente des Eigenvektors Y. . Die Auswasch-
funktion ist bei normierten Anfangsbedingungen definiert als

1 - g(t). Fiir die Darstellung mit Elementen der Systemmatrix er-
gibt $ich durch Einsetzen [8] als Summe iiber alle Zeilen

g(t) =ZeAtA1U
bei konstanter Einwirkung oder
g(t) = TeAt X.O

bei gegebenen Anfangswerten als Auswaschungsgrad zur bestimm-
ten Zeit t.

4.2 AkkumulationsmaRe

Von besonderem Interesse bei der Anwendung von Umweltchemi-
kalien ist, ob durch Zusammentreffen auch ungiinstiger Umsténde
es zu einer unerwiinschten Anreicherung eines Stoffes im Okosy-
stem kommen kann. Anreicherungen konnen hervorgerufen wer-
den z.B. durch wiederholte Anwendungen, niedrige Abbauraten,
Akkumulationen innerhalb einer Nahrungskette, ungiinstige Trans-
portmechanismen oder beliebige Kombinationen dieser Faktoren.

Die Frage der Akkumulation einer Substanz an einem bestimmten
Ort im Okosystem ist eng verwandt mit der Frage nach der Stabili-
tit dieses Systems im regelungstechnischen Sinn und wird von da-

her auch betrachtet.

4.2.1 Definition der Stabilitat

Unter Stabilitat eines Systems versteht man die Eigenschaft, dafl
das System nach beliebiger Storung in endlicher Zeit zur Ruhela-
ge zuriickkehrt. Mathematisch bedeutet dies, daf das autonome
System

X=AX

mit der Losung

n At
Xl(t) =2 Cl_] (3 ]
j=1
dann und nur dann stabil ist, wenn alle Eigenwerte }‘j negativ sind.
Die Eigenwerte A; der Matrix A bestimmt man aus der charakteri-
stischen Gleichung

|[A-A11=0.

Das sich aus der charakteristischen Gleichung ergebende Polynom
ist vom n-ten Grad in A:

boA" + b An L+ byAn2+ . +b A+b, =0.

Die b; sind dabei Funktionen der Elemente der Matrix A. Das Po-
lynom bestimmt alle Eigenwerte. Die A; sind reell oder konjugiert
komplex. Grundsitzlich sind die Realteile der Eigenwerte bei
Kompartimentmodellen negativ, so daf} in der Zahlenebene die
Eigenwerte sich nur auf den linken Teil der Zahlenebene be-
schrianken.

4.2.2 Relative Stabilitdt und Grad der Persistenz

Kompartimentsysteme konnen also aufgrund ihrer Eigenschaften
im klassischen Sinne nicht instabil sein. Fiir praktische Fragen der
Akkumulation interessiert aber nicht so sehr die absolute als viel-
mehr die relative Stabilitit. Hier wird danach gefragt, wie schnell
ein einmal eingebrachter Stoff aus einem Okosystem wieder ver-
schwindet (Persistenz), bzw. ob es durch wiederholte Anwendun-
gen oder Verstarkungen innerhalb einer Nahrungskette zu uner-
wiinscht hohen Konzentrationen (Akkumulation) kommen kann.
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Dazu ist der Stabilitdtsrand (Grad der Persistenz) zu bestimmen.
Der Stabilitdtsrand gibt an, wie negativ die Eigenwerte zumindest
sind und damit, wie schnell eine Substanz aus dem Okosystem zu-
mindest verschwindet. Ist ein Stabilitdtsrand a vorgegeben (z.B. in
Form einer mindestens zu erreichenden Halbwertszeit), so kann
man mit dem gewiinschten Stabilitdtsrand die Eigenwerte trans-
formieren

A=A*-a
und so direkt oder indirekt aus der charakteristischen Gleichung
IA* -a)I-A)=0

ableiten, ob in einem gegebenen Okosystem bei gegebenen Stoff-
eigenschaften (also bekannter Matrix A) die geforderten Abbau-
raten eingehalten werden.

Von praktischem Interesse ist auch die Frage, wie sich die Eigen-
werte verdndern, wenn an der Ausgangsmatrix A Anderungen
(z.B. bei variablen Umweltbedingungen) vorgenommen werden.
Die Verschiebung der Eigenwerte berechnet sich nach [9, 10] bei
kleineren Anderungen zu

_adj(\I-A) *AA
T adj(\I-A) * T

wobei mit adj ( ) die adjungierte Matrix und mit dem Operator *
die Bildung der Spur der Matrizen bezeichnet ist.

4.2.3 Akkumulation bei wiederholter Anwendung

Durch wiederholte Anwendung einer Umweltchemikalie kann es
zur Anhéufung der Substanz in einem oder mehreren Komparti-
menten kommen. Dabei gibt es zwei Grenzfille fir die Anwen-
dungsmuster: die gleichméfige Immission durch jahrelangen fort-
laufenden Betrieb (z.B. Industrie, Verkehr) oder die einmalige,
aber jahrlich wiederkehrende impulsformige Belastung (z.B. Sprit-
zen von Pflanzenschutzmitteln).

Bei gleichméfiger Dauerbelastung ergibt sich als Losung
XM =Al(EA-DU

und damit fiir grofle Zeiten (t > )
X()=-A1U.

Die inverse Matrix A-! bezeichnet also auch das Akkumulations-

potential im Okosystem, die Konzentrationen, die sich bei dauern-

der Belastung einstellen. Die Endbelastung errechnet sich aus der
inversen Matrix und den Dauerimmissionen U.

Gerade bei Pflanzenschutzmitteln mufl man mit wiederholter An-
wendung im jahreszeitlichen Rhythmus rechnen. Die Abschitzung
des Akkumulationspotentials erfolgt hier iiber die Analyse der an-
regenden Impulsreihe. Denn in den hier betrachteten Komparti-
mentsystemen sind die sich einstellenden Massenverteilungen
Summen von Exponentialfunktionen. Fiir Akkumulationsbetrach-
tungen interessiert in der Regel nur der jeweils grofite Eigenwert A
der Losung, der Eigenwert, der fiir das langsamste Abklingen der
Umweltkonzentration verantwortlich ist. Das sich so ergebende
Verzégerungsglied erster Ordnung (T = 1/))

1
Fe) Tpp +1
als ungiinstigste Naherung fiir den Abklingprozefl im Okosystem
hat als Antwort auf einen einmaligen Impuls mit der Fliche T die
Losung

x(t) =TA eTAL
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Bei Anregung durch eine Impulsreihe (wiederholte Anwendung)
mit dem Impulsabstand 1 (Normierung der Zeitkonstanten) ergibt
sich fiir den kritischen Fall der oberen Hiillkurve, Bild 8, bei v-ma-
liger Applikation nach [11]
] - +DTA
x(v) =TA TN

Bei Umweltfragen interessiert die im ungiinstigsten Fall bei unend-
licher Wiederholung erreichbare Konzentration

xGrenz = /(1 - e TA) .

Ist der Wiederholzeitraum T stets grofier als die Systemkonstante
T, (Abklingzeit), so kann es zu keinen wesentlichen Akkumula-
tionen kommen.

x(t) obere
Hullkurve

T

t/T

Bild 8. Grenzwerte bei wiederholter Applikation.

4.2.4 Akkumulation in der Nahrungskette

Neben der horizontalen Akkumulation durch wiederholte Anwen-
dung tritt in der Natur auch héufig die vertikale Akkumulation in
einer Nahrungskette auf. Dabei kann die Akkumulation sowohl
auf eine Population als Ganzes als auch auf das Einzelindividuum
bezogen werden. Waren im Okosystem die Stofftransporte bisher
das einzige Charakteristikum zur Berechnung der Verteilung einer
Substanz, so kommen jetzt zu den Materialbilanzen auch die Bi-
lanzen der Populationsdynamik hinzu. Die Populationsbilanzen
bestimmen Wachstum, Altersstruktur und gegenseitige Beeinflus-
sung innerhalb des durch Populationszahlen charakterisierten Oko-
systems. Im einfachsten Fall wird dabei die Ansammlung einer
Fremdsubstanz in einer hoheren trophischen Ebene durch Ver-
starkungsfaktoren V gekennzeichnet. Solche Anreicherungen ge-
schehen, wenn z.B. ein Riduberindividuum im Durchschnitt sich
von einem Mehrfachen an Beuteindividuen im Laufe eines Lebens
erndhrt und die Beuteindividuen mit einer nur schwer abbaubaren
Fremdsubstanz beladen sind. Nach [12] lassen sich dabei durch
wiederholte Anreicherung in der hochsten trophischen Ebene
Uberhohungen von bis zu einer Million feststellen (aquatische
Okosysteme).

Akkumulationen in Nahrungsketten hingen also stets von den Po-
pulationsbeziehungen ab, die im vorliegenden Fall die Rolle der
Transportprozesse iibernehmen. Es besteht jedoch gegeniiber den
Austauschprozessen in Boden, Wasser, Luft oder Pflanze der grofie
Unterschied, da} hier Uberhéhungen durch aktive Transportpro-
zesse (Fressen) auftreten koénnen. Die Populationsbeziehungen
sind dhnlich nachbildbar wie die hier betrachteten Abbau- und
Austauschprozesse in der Umwelt [13] und miissen fiir jede spe-
ziell betrachtete Nahrungskette getrennt bilanziert werden.
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4.3 ElastizitatsmaRe
4.3.1 Empfindlichkeitsanalyse bei schwankenden Parametern

Fiir die Kompartimentmodelle des Stoffaustausches in Okosyste-
men gilt in der Regel, daR die Parameter des Austauschs und Ab-
baus, welche in der Matrix A das Ubergangsverhalten des Systems
bestimmen, je nach gegebenen Umstinden Schwankungen unter-
worfen sein konnen. Schwankungen ergeben sich z.B. aus wech-
selnden Temperatur- und Umweltbedingungen im jahreszeitlichen
Ablauf oder wegen anderer unterschiedlicher physikalischer Gege-
benheiten. Schwankungen miissen auch bei ungenauer Kenntnis
der Parameter in Betracht gezogen werden. Es interessiert deshalb
die Aussage, welchen Einfluf Parameterdnderungen auf den zeitli-
chen Verlauf der Stoffgehalte haben, insbesondere ob schon bei
kleinen Abweichungen grofle Verschiebungen im Systemverhalten
zu erwarten sind. Solche Aussagen werden durch eine Empfind-
lichkeitsanalyse moglich.

Die mathematische Prézisierung geht wieder von der grundlegen-
den Gleichung

X=AX+U

aus. Ein Parameter a;; der Matrix A unterliege kleinen Abweichun-

gen (af = a;; + Aa; ) JDer Fehler bei Parameterschwankungenin a
ist die Jleferenz beider Systemantworten:

AX = X(t,a) - X(t,a + Aa).

Eine Differenzenbildung bei kleinen Abweichungen ist jedoch
miihsam und fehleranfillig. Eine erste Naherung ergibt sich auch
durch die Entwicklung nach einer Taylor-Reihe. Fiir r schwanken-
de Parameter 3 kann man ansetzen

oX(t
AX~ % X(. ) sa
j=1 J
oder fiir eine Einzelvariable ausfiihrlich
0% (1)

Die Funktion

X _vy,

aaij ~ij
nennt man Empfindlichkeitsfunktion. Sie beschreibt die parame-
terbedingte Abweichung des Systems bei kleinen A nderungen

AX=VAa.

Zur Berechnung der Empfindlichkeitsfunktionen gibt es verschie-
dene Wege. Nach dem direkten Weg ergeben sich die Empfindlich-
keitsfunktionen V aus dem Originalsystem durch Differenzieren
nach der Kettenregel

dX _, 09X , A

oder

wobei V;; der Vektor der Empfindlichkeitsfunktionen nach dem
Parameter aj; und die Anfangsbedingungen V0 stets gleich Null
sind [14].

Die Empfindlichkeitsgleichungen sind also lineare Gleichungen,

deren homogener Teil dem Originalsystem entspricht. Originalglei-

chungen und Empfindlichkeitsgleichungen lassen sich so zu einem
System von Differentialgleichungen zusammenfassen

X A o |Xx U
= +
0A
¥y . A V;; 0

Die Teilmatrix dA/da;; ist dabei die Ableitungder Systemmatrix
nach dem interessierenden Parameter a;; . Sie ist ebenfalls eine qua-
dratische Matrix mit den Elementen

1 firk=i; m=j
=-1 firk=j; m=j
0 in allen anderen Fillen.

Bei Parametervariationen nur in der Verlustrate (a;;) einer Matrix
bedeutet dies, daf aufer mit - 1 am angegebenen Platz in der Dia-
gonale die Empfindlichkeitsmatrix sonst nur mit Nullen besetzt
ist.

Neben dem direkten Weg gibt es auch den analytisch interessanten
indirekten Weg zur Berechnung der Empfindlichkeitsfunktionen.
Er fiihrt iiber die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren
[15].

Wenn Y, und X, der j-ste Eigenvektor bzw. Eigenwert der Matrix A
sind, so gilt per Definition:

AY,=NY;.

Mit T =Y;; ij und als Diagonalmatrix A;; = A, (sonst Null) wird
daraus die Ahnlichkeitsbeziehung

AT=TA
oder
T-1 AT=A.

Die Standardlosung des Systems als Entwicklung nach Eigenwer-
ten ist

D= % yie T @+ fe T urd
i )_j,k=1 vie  Ti (0 of ¢ jic Uk (1) 47,
wobei T?ll( das entsprechende Element der inversen Matrix von T
bedeutet.

4.3.2 Berechnung der ungiinstigsten Grenzwerte

Die Parameter der Systemmatrix werden oftmals nur im groben
Rahmen abgeschitzt. Denn zum einen miissen in einem Parameter
oftmals eine Vielzahl von differenzierten Gegebenheiten vereinigt
werden, was z.B. bei ortlich stark unterschiedlichen Verhiltnissen
zu groflen Schwankungen fithren kann. Zum anderen ist der Aus-
tausch mit der Umwelt nicht nur von der Konzentration, sondern
auch sehr stark von weiteren unabhingigen Variablen wie z.B. der
biologischen Aktivitit, Temperatur, Feuchte, pH-Wert usw. ab-
hingig oder noch nicht erforscht. Bei den Parametern im Kompar-
timentmodell mufl man deshalb mit Variationsbreiten rechnen.
Es ist zu fragen, wie sich solche beliebigen Parameterabweichun-
gen im ungiinstigsten Fall auf die interessierenden Mafie der Risi-
koanalyse auswirken.

Es sei angenommen, daf im Kompartimentmodell
X=AX+U

die Parameter a;; und die Eintrige u; sehr stark variieren oder nur
ungenau bekannt sind. Jedoch sollen Grenzen fiir die Variationen
der Parameter bekannt sein

<a. < Eij

S
<T .

u; <ui

Die Parameter a;;, u; miissen dabei nicht konstant sein, sondern
konnen iiber der Zeit innerhalb der vorgegebenen Grenzen beliebig

schwanken.
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Fiir eine Risikoanalyse interessieren die Grenzen, die im ungiinstig-

sten Fall die Konzentrationen x;(t) annehmen konnen. Die abso-
luten Grenzwerte erhilt man nach [16] durch eine Optimierungs-
rechnung. Aus der Originalgleichung bildet man das adjungierte
System

T
QL = . nl A¥
P
mit
A*=|ai"j‘l und

ag; furpy(t)=>0

*
404

@;  fir py(t) - pj(t) =0
i#j#0
aj; fiir p;(t) - pj(t) <0

T, fir p(t)=0

u; furp(t) <0

1

* — * *
ai=-aj. - X ap; .
il 0i K#i ki
Da vom Originalsystem die Anfangswerte bekannt sind, kann man
es normal “vorwirts” integrieren. Vom adjungierten System sind
nur die Endwerte nach gegebener Zeit T bekannt:

p(T) = &,

wobei e; die i-te Spalte der Einheitsmatrix ist (Transversalitatsbe-
dingung bei Betrachtung der Grenzen von x;(T)). Integriert man
riickwirts, so erhilt man die Anfangswerte p(0). Ist
pT(0)x(0) < pT(0)x*(0), so ist bei der Vorwirtsintegration von

dX* _ A% *

dt ATX+U

die Losung x;(T) stets kleiner oder gleich x;*(T). xj*(t) ist also eine
sichere obere Grenze. Entsprechend 1483t sich mit p(T) = - ¢; eine
sichere untere Grenze errechnen. Die Bandbreite méglicher Varia-
tionen im Zustand des Okosystems auch unter ungiinstigsten Um-
stinden ist somit bestimmt.

5. Zusammenfassung
5.1 Wertung

Die zentralen umweltrelevanten Fragestellungen nach dem Ver-
bleib einer Substanz in Okosystemen und damit nach deren Mobi-
litat, Persistenz und Akkumulierbarkeit lassen sich elegant mit li-
nearen Kompartimentmodellen beantworten, da diese leicht be-
rechenbar sind und fiir sie ein vollstindiges mathematisches Riist-
zeug besteht. Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht dabei die
aus den Materialbilanzen gewonnene Systemmatrix, deren wesent-
liche Bedeutung fiir den Verbleib einer Substanz in der Umwelt
aufgezeigt wird. In ihr spiegeln sich alle relevanten Prozesse des
Transports und des Abbaus wider. Mit Hilfe der Systemmatrix
lassen sich die zeitlichen Verldufe der Konzentrationen einer Um-
weltsubstanz ebenso berechnen wie die wichtigen umweltrelevan-
ten Bewertungsmafistibe wie Zeit-Dosis-Integral, Verweilzeiten,

Wirkungszeiten, Relaxations- und Halbwertszeiten oder Auswasch-

kurven.

 Fiir eine Risikoanalyse sind insbesondere die Fragen der Persistenz
einer Substanz im Okosystem und die Gefahren einer méglichen
Akkumulation innerhalb einer Nahrungskette oder bei wiederhol-
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ter Anwendung einer Umweltchemikalie zu beantworten. Mit den
Modellrechnungen ist dies ebenso maoglich, wie ferner auch darge-
stellt werden kann, welches bei gegebenen Verhaltnissen die un-
giinstigsten umweltrelevanten Parameterkombinationen sind bzw.
ob durch Anderungen der Eigenschaften sich das Verhalten in der
Umwelt wesentlich verindert. Alle diese fiir die Umwelttechnik so
wesentlichen Fragen werden im Beitrag durch Ubertragung und
Abwandlung der in anderen Bereichen der Systemtechnik (insbe-
sondere der Regelungstechnik) so erfolgreichen Mathematik auf
die speziellen Belange in Okosystemen beantwortet. Insgesamt er-
weisen sich lineare Kompartimentmodelle als gut geeignet zur Ab-
schitzung von Wirkstoffverteilungen in der Umwelt.

5.2 Beispiel: Lindan im Gewéachshaus

Die Anwendbarkeit des vorgestellten Instrumentariums zur Ab-
schitzung des Verhaltens von Stoffen in Agrarokosystemen soll
abschliefend auch am Beispiel des Verbleibs von Lindan in einem
gasdichten und kontrollierten Priifsystem [17] demonstriert wer-
den. Betrachtet werden nur die Oberflichen der Kompartimente
Boden und Pflanze, da der Wirkstoff kaum wasserloslich ist und
deshalb an das Transportmedium Wasser gebundene Verlagerungs-
prozesse (z.B. Einwaschen in tiefere Bodenschichten) hier kaum
eine Rolle spielen. Auch das abgeschlossene Kompartiment Luft,
das sich im wesentlichen auf den Raum oberhalb von Boden und
Pflanzen erstreckt, wird auf die Grundfliche projiziert. Stoffiiber-
ginge sind zwischen allen drei Kompartimenten moglich, da Lin-
dan leicht verdampft bzw. kondensiert. Beim Entzug aus dem Ge-
samtsystem kann zwischen echtem Abbau und irreversibler Sorp-
tion nicht unterschieden werden.

Als Struktur des Modellokosystems ergibt sich Bild 9 mit einer
aus inverser Rechnung bestimmten Systemmatrix A (Einheit 1/h):

0,004 -0,001 -0,014| Boden
A= [-0,003 1,779 - 0,003 Luft
-0,000 -0,007 0,027 Pflanze

Der auffallendste Parameter ist dabei die hohe Verlustrate aus
dem Kompartiment Luft. Mit der Ubertragungsmatrix

0,9958 0,0004 0,0139
¢= 10,0012 0,1687 0,0013
0,0000 0,0031 09729

gelangt man zu einem Simulationsergebnis, welches in guter Uber-
einstimmung mit den Mef3werten steht, Bild 10.

Lindan im Gewachshaus

Pflanze

Bild 9. Kompartimentalisierungssystem fiir das Verhalten von
Lindan im Gewichshaus.
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Bild 10. Mefiwerte (Punkte) und Simulationsergebnis (Kurven) fiir
das Verhalten von Lindan im Gewichshaus.

Mit der Systemmatrix ldfit sich deshalb eine Bewertung des Ver-

haltens dieses Mittels unter den gegebenen Umstinden vornehmen.

Aus den Eigenwerten
A; =0,00418; N, =0,02747; Ay =1,7791

143t sich die systembestimmende langsamste Abbaukonstante fiir
das Gesamtsystem mit

1/X{ =239 Stunden
bestimmen. Bei wiederholter Anwendung muf also stets geniigend

Abstand von der kritischen Wiederholzeit von rund 10 Tagen ge-
halten werden. Aus der inversen Matrix

2391 0,549 122,7
Al=1] 0346 0,563 0,234
0,129 0,140 36,47

ergibt sich sofort die starkste Belastung des Kompartiments Bo-

den, z.B. 1dft sich ein Zeit-Dosis-Integral fiir den Pegel von 1 mg/m?

im Boden von 3380 Stunden errechnen. Die Empfindlichkeitsana-

lyse bei Anderung des Uberganges von Luft auf Boden zeigt Bild 11.

0
-10
'30 \
3 N

50 \erung Boden /
_70 \
-0
0 100 300 400 h 500
Zeit

Bild 11. Empfindlichkeitsfunktion bei Anderung des Uberganges
Luft/Boden fiir Lindan im Gewichshaus.
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Die' hohe relative Anderung bei grofien Zeiten zeigt, daf das Sy-
stem bei gednderten Parametern (z.B. durch geinderte Temperatu-
ren) einen deutlich anderen Charakter haben kann und gerade im
Boden die grofiten Anderungen zu erwarten sind.

Verwendete Formelzeichen

A Systemmatrix

D,E,G,H Matrizen (im Text definiert)
I Einheitsmatrix

AJ Jordanmatrix

¢ Uberfithrungsmatrix

T Transformationsmatrix der Eigenwerte
T Impulsfliche

T, Zeitkonstante

UV,X,Y Vektoren

aj; Matrixkoeffizient von A
b,c Konstante

i,j,k,1,m,n Indizes

m Mittelwert (Zeit-Dosis-Integral)
p Laplace-Operator

t, T Zeitvariable

't-ij Verweilzeit

u Immission

v Empfindlichkeitsfunktion

X Zustandsvariable

y Eigenvektor von A

a Stabilitatsrand

A Eigenwert

v Wiederholungszahl

7 Wirkungszeit
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Mathematische Modelle fiir den Transport von geliisten Stoffen im Boden

Von Ernst Witte, Braunschweig-Volkenrode*)

Mitteilung aus dem Institut fiir Biosystemtechnik der Bundesforschungsanstalt fiir Landwirtschaft, Braunschweig-Vélkenrode

Professor Dr.-Ing. Wilhelm Batel zum 65. Geburtstag

DK 631.92:614.77:519.876.5

Transportmodelle haben sich in den letzten Jahren zuneh-
mend als wichtigstes Werkzeug fiir die Voraussage der Be-
wegung von Pflanzenbehandlungsmitteln, Nitraten,
Schwermetallen und anderen geltsten Stoffen durch den
Boden erwiesen. Die Modelle vermitteln zum einen tiefe-
re Einsichten in die Vorgange, durch die der Transport
eines Stoffes in einem pordsen Medium bestimmt wird,
zum anderen kann man mit ihrer Hilfe Prognosen uber
das zukiinftige Verhalten des Stoffes treffen. Im folgen-
den werden die bedeutendsten zur Zeit verfiigbaren ma-
thematischen Modelle fiir den Stofftransport im Boden
vorgestellt und im Hinblick auf ihre Anwendbarkeit fir
die Beschreibung des Verhaltens von Pflanzenbehand-
lungsmitteln im Boden besprochen.

1. Einleitung

Die Bemithungen um eine bessere Ausbeutung der Erdollagerstit-
ten, die Gefahr der Versalzung kiinstlich bewdsserter Boden, nicht
zuletzt aber auch die mogliche Belastung der Trinkwasservorrite
durch Diinger, Pflanzenschutzmittel, Schwermetalle und Sicker-
wasser aus Abfalldeponien haben in den verschiedensten Fachdis-
ziplinen in den letzten zwei Jahrzehnten ein zunehmendes Inter-
esse an Simulationsmodellen fiir den Stofftransport in pordsen
Medien aufkommen lassen. Infolge der daraus resultierenden Ak-
tivititen steht fiir die verschiedensten Anwendungsbereiche eine
Vielzahl von mathematischen Transportmodellen unterschiedli-
cher Komplexitit zur Verfiigung. Eine zusammenfassende Uber-
sicht geben u.a. die Arbeiten von Boast [1], Leistra [2], Van Ge-
nuchten u. Cleary [3], Nielsen u.a. [4] und Rao u. Jessup [5].

*) Dr.-Ing. E. Witte ist wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut
fiir Biosystemtechnik (Leiter: Prof. Dr.-Ing. W. Batel) der Bundes-
forschungsanstalt fiir Landwirtschaft, Braunschweig-Vélkenrode.
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Die Transportmodelle sind das unter mehr oder weniger einschnei-
denden vereinfachenden Annahmen gewonnene mathematische
Abbild vielschichtig ablaufender physikalischer, chemischer und
biologischer Prozesse, denen ein Stoff bei der Bewegung im Boden
unterworfen ist. Die Modelle liefern einen eindeutigen Zusammen-
hang zwischen den Eingabe- und Ausgabeparametern und fithren
zu einem besseren Verstandnis der zu beschreibenden Vorginge.
Mit ihrer Hilfe konnen Prognosen getroffen werden, und man er-
hilt Antwort auf Fragen, die dem Experiment nicht zuginglich
sind.

Die Niitzlichkeit der Simulationsmodelle fiir den Stofftransport in
dem System Boden—Wasser—Luft hingt letztendlich davon ab, in-
wieweit es gelingt, durch Beriicksichtigung des stochastischen Cha-
rakters der Eingabeparameter und durch Entwicklung einer experi-
mentellen Technik fiir den Vergleich beobachteter und berechne-
ter Werte die Ergebnisse der Modellrechnung auf gromafdstébli-
che Szenarien iibertragbar zu machen.

2. Mathematische Rechenmodelle
2.1 Grundlegende Beziehungen

Der Stofftransport in dem Mehrphasensystem Boden—Wasser—
Luft wird im wesentlichen durch folgende physikalische, chemi-
sche und biologische Vorginge bestimmt:
1. konvektiver Transport in der flissigen Phase (Einwaschung
bzw. Auswaschung durch Niederschlige und Beregnung)
2. molekulare Diffusion in und zwischen den verschiedenen
Phasen
3. hydrodynamische Dispersion in der fliissigen Phase
4. Adsorption und Desorption (Zuriickhaltung und Wieder-
freigabe insbesondere durch die feste Phase)
5. Quellen und Senken (chemischer und biologischer Abbau,
Pflanzenaufnahme, Verdunstung usw.).

2.1.1 Konvektiver Transport
Der wichtigste Mechanismus, der eine Bewegung von im Wasser

gelosten Stoffen im Boden verursacht, ist der konvektive Trans-
port mit dem durch den Boden flieRenden Wasser. Bei reiner Kon-
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