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VEREIN DEUTSCHER INGENIEURE

Laufruhe der Getriebe als Schwingungsproblem

Von Bekir Dizioglu, Braunschweig®)

Um die Leistung der Landma.chinen zu steigern, werden . a. die
Avrbeitsgeschwindigkeit und die Getriebedrehzahlen erhoht. Daber
werden in den Getrieben u. U. periodisch auftretende Storkrifte aus-
gelost, die die Laufruhe der Getriebe in erheblichem Mafe beein-
flussen konnen. Die Theorie der Stabililit von Bewegungen befaft
sich mit dem Einfluf von Stérfaktoren auf die Bewegung eines
Massensystems. Mit Hilfe dieser Theorie kann man feststellen, ob
eine gegebene Bewegung stabil oder instabil ist, und damit den
Begriff der Laufruhe eines Getiiebes definieren. An mehreren Bei-
spielen wird der Einfluf der Elastizitit der Getriebeglieder auf die
Laufruhe von Getrieben dargestellt.

1 Einleitung

Es ist wohl kaum erforderlich, die grole Bedeutung der
Schwingungserscheinungen in der modernen Technik zu be-
griinden; im gesamten Maschinenbau stehen Verminderung und
Ausnutzung von Schwingungen im Vordergrund. Die allgemeine
Forderung nach Leistungssteigerung fithrt im Maschinenbau in
den meisten Fillen zu erhohten Drehzahlen, die ihrerseits ein
rapides Anwachsen der Massen- bzw. Triigheitskrifte zur Folge
haben. Andererseits zwingt das Streben nach Vervollkommnung
der bisherigen Konstruktionen durch zusétzliche Beriicksichti-
gung frei verfiigharer Parameterwerte dazu, die mannigfaltigen
Schwingungserscheinungen in Maschinen genauer zu untersuchen.

Alle Probleme des Maschinenbaues, bei denen Trigheitskrifte
und deren mittelbare Folgen, z. B. Schwingungen, eine be-
deutende Rolle spielen, werden als dynamisch bezeichnet. Im
Rahmen dieser Probleme kommt einer genauen Definition des
schwer erfaBbaren Begriffs ,Laufruhe der Maschinen‘ eine
besondere Bedeutung zu.

Die Fortschritte in der theoretischen Behandlung der viel-
faltigen Schwingungserscheinungen, die in den letzten Jahren
erzielt worden sind, ermoglichen es, eine sachgemife Definition
der Laufruhe anzugeben. Im Rahmen dieses Beitrages wird
versucht, unter Beschriinkung auf ein System mit einem Frei-
heitsgrad einen diesbeziiglichen Uberblick zu geben.

Bei der theoretischen Untersuchung irgendeines realen physi-
kalischen Systems mufl man im allgemeinen mehr oder weniger
umfangreiche Vereinfachungen treffen, d. h., man muf die Eigen-
schaften des zu beschreibenden Systems idealisieren. Bei der
Aufstellung eines mathematischen Modells ist die Idealisierung
eines realen physikalischen Systems fast nie zu vermeiden. Man
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muB sich also beim Aufstellen der jeweiligen Bewegungsglei-
chungen eines Systems auf die wesentlichen und entscheidenden
Faktoren beschriinken, die im gegebenen Fall das Verhalten dieses
Systems gerade noch exakt festlegen. Man sollte keinesfalls
danach streben, ausnahmslos alle Eigenschaften des Systems
erfassen zu wollen. Auch wenn es gelingen wiirde, den bedeutend-
sten Teil dieser Eigenschaften in die Untersuchungen mit
einzubeziehen, so wiirde doch das Problem dadurch so kompli-
ziert werden, daB eine Losung auBerordentlich schwierig oder
gar vollig unmoglich wire.

Es entsteht danach vor allem die Frage, wie weit man bei der
Idealisierung eines Systems gehen darf, um noch befriedigende
Resultate zu erhalten. Eine Antwort auf diese Frage kann letzten
Endes nur das Experiment geben. Der Umfang der vernach-
lassigbaren Parameter bzw. der Grad der zulidssigen Idealisierung
hiingt nicht nur von den Eigenschaften des zu untersuchenden
Systems, sondern auch davon ab, auf welche Fragen bei der
Untersuchung eine Antwort gewiinscht wird.

2 Stabilitat einer Bewegung

Zahlreiche Probleme der Technik, unter anderem die meisten
Probleme der schnellaufenden Maschinen, fiihren zur dyna-
mischen Analyse solcher Systeme, deren Wirkungsweise durch
gewohnliche Bewegungsdifferentialgleichungen beschrieben wird.
Studiert man irgendeinen ProzeB, der in einem solchen System
unter gewissen Bedingungen verlduft, so kommt es nicht allein
darauf an, die entsprechende partikulire Losung der Grund-
gleichungen exakt oder wenigstens naherungsweise aufzustellen.
Es ist auch die Frage nach der Stabilitdt der Losung von groB3er
Bedeutung, da nur stabile Losungen physikalisch realisierbaren
Vorgingen entsprechen.

Die Theorie der Stabilitiit einer Bewegung befalt sich mit dem
EinfluB von Storfaktoren auf die Bewegung eines Massensystems.
Unter storenden Faktoren versteht man Krifte, die bei der
Aufstellung der Bewegungsgleichungen nicht beriicksichtigt
sind. Entweder sind sie nicht bekannt, oder sie wurden absicht-
lich zur Erhaltung einfacher Bewegungsgleichungen von vorn-
herein vernachlissigt. Im allgemeinen sind diese Storkrifte nicht
bekannt. Sie konnen durch kleine Ubersetzungsschwingungen,
durch kleine Anderungen der Systemkonstante (Ddmpfung,
Elastizitdt u. dgl.) entstehen.

Die Einwirkungen kleiner Storfaktoren auf die Bewegung sind
nicht immer die gleichen. Bei der einen Bewegung ist diese Ein-
wirkung so minimal, daB sich die gestorte Bewegung von der
ungestorten nur geringfiigig unterscheidet. Bei einer anderen
Bewegung macht sich der stérende Einflul ganz erheblich be-
merkbar, so daB sich die gestorte Bewegung wesentlich von der
ungestorten unterscheidet, wie klein auch immer die Storkréfte
sein mogen. Eine Bewegung der ersten Art wird stabil, eine
solche der zweiten Art instabil genannt.
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Die Theorie der Stabilitit einer Bewegung stellt Kriterien auf,
mit deren Hilfe man feststellen kann, ob eine gegebene Bewegung
stabil oder instabil ist. Weil in Wirklichkeit Storfaktoren un-
vermeidbar sind, ist es offenbar, daB das Problem der Stabilitdt
einer Bewegung eine sehr grofe praktische und theoretische
Bedeutung hat.

Zur Beurteilung der Laufruhe bzw. Laufunruhe hat man also
zwei Punkte zu untersuchen:

1. ob die sich einstellende stationire (periodische) Schwingung
stabil ist, d. h., ob nicht die Tendenz besteht, daB bei kleinen
Schwankungen der Systemgrofen oder Drehzahlschwankungen
die Schwingungsamplituden unbeschriankt wachsen;

2. wenn diese Stabilitit tatsichlich herrscht, so mull weiter
untersucht werden, ob die maximalen Amplituden der sich ein-
stellenden Dauerschwingung unter einem bestimmten zulidssigen
Wert bleiben.

Der zweite Punkt hat insofern eine Bedeutung, als diese
Schwingungen nicht unmittelbar eine Konstruktion zu gefidhrden
brauchen, aber bei dauernder Einwirkung zu Ermiidungsbriichen
fiihren konnen. Den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung
bildet eine eingehende Erlduterung des ersten Punktes.

Fast alle Probleme des Maschinenbaues, die man mathematisch
durch lineare Differentialgleichungen zu formulieren pflegt, sind
strenggenommen nichtlinear, d. h., sie miiiten eigentlich durch
nichtlineare Differentialgleichungen ausgedriickt werden. Man
hat die Probleme lediglich deshalb linearisiert, um den mathe-
matischen Schwierigkeiten, die solche Differentialgleichungen
bereiten, aus dem Wege zu gehen, und um dafiir die gut aus-
gebildete und iibersichtliche Theorie der linearen Differential-
gleichungen anwenden zu konnen.

Ein bekannter Satz von Ljapunow sagt folgendes aus: Wenn
die nichtlinearen Glieder in den Bewegungsgleichungen des
Systems dem Betrag nach innerhalb gewisser, mit den Stor-
grofen hochstens linear anwachsender Schranken bleiben, dann
laBt sich die Stabilitit oder Instabilitit der Grundbewegung
dieses nichtlinearen Systems aus der Untersuchung der lineari-
sierten Bewegungsdifferentialgleichung feststellen.

AuBerdem sagt der Ljapunowsche Satz aus: Falls die lineari-
sierte Storbewegung asymptotisch stabil ist, dann bleibt die zu
untersuchende Grundbewegung des nichtlinearen Systems bei
beliebigen Anfangsstorungen stabil. Wenn allerdings die lineari-
sierten Gleichungen rein periodische Losungsanteile aufweisen,
das linearisierte System also zwar stabil, aber nicht asymptotisch
stabil ist, dann konnen aus der Betrachtung der linearisierten
Niherung keine Schliisse auf das Verhalten des nichtlinearen
Systems gezogen werden.

Ljapunow verdankt man auch die Losung der Stabilitits-
probleme auf verschiedenen Wegen [1; 2; 3]. Zur Untersuchung
des vorgenannten kritischen Grenzfalles, sowie auch zur Be-
stimmung der oben erwihnten Schranken, sei als wichtiges,
exaktes Verfahren die direkte (oder 2.) Methode von Ljapunow
genannt [3]. Wegen der Schwierigkeit dieser Methode wird man
allerdings hiufig auf Niherungsverfahren zuriickgreifen miissen,
wie sie speziell fiir nichtlineare Schwingungen entwickelt sind,
7. B. Verfahren der harmonischen Balance und Verfahren, die auf
Ritz-Galerkin zuriickgehen [4]. Fiir unsere Betrachtungen ist die
TFeststellung, daB man sich bei der Stabilititsuntersuchung einer
Grundbewegung sowie bei vielen nichtlinearen Problemen mit
Untersuchungen der linearisierten Bewegungsdifferentialglei-
chungen begniigen kann, auBerordentlich wichtig. Nach-
stehend werden ausschlieBlich diese Probleme behandelt.

3 Der einfache lineare Schwinger

Die erzwungene Bewegung des einfachsten Schwingungsmodells
von einem Freiheitsgrad (F = 1) wird bekanntlich [5] durch eine
gewohnliche lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben:

mg+kg+ecg=1() (1).

Hierin sind ¢ die Lagekoordinate des Systems als Lingenaus-
schlag, m und ¢ die auf die Koordinate ¢ reduzierte Masse bzw.
Federzahl und k die Dimpfungszahl. Ist ¢ ein Winkelausschlag
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(z. B. Torsionsausschlag einer Welle), so muB in der Differential-
gleichung anstelle m das auf ¢ reduzierte Massentrigheitsmoment
und anstelle ¢ die auf ¢ reduzierte Drehfederzahl gesetzt werden.

Die zeitabhiingige Erregerfunktion f (f) ist meistens in der
Schwingungspraxis eine periodische Funktion der Zeit. Bei einer
Periodendauer 7' gilt demnach f (t) = f (t 4+ T).

Die allgemeine Losung von Gl. (1) setzt sich aus zwei Anteilen
zusammen, aus der allgemeinen Losung gn (f) der zugehdrigen
homogenen Gleichung [diese entspricht Gl. (1) mit verschwin-
dender rechter Seite] und einer partikulidren Losung gp (f) der
inhomogenen Gleichung:

q () = gn () + gp ().

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist nichts
anderes als die freie Schwingung des betrachteten Systems. In-
folge der Dampfung klingt sie im Laufe der Zeit ab und kann
deshalb in vielen Fillen vernachlissigt werden. Man erhilt in
diesem Falle die sogenannte stationdre Losung gp (), d. h. die
Schwingungsform, die sich einige Zeit nach Beginn der Bewegung
einstellt. Man kann nun leicht zeigen, daf} diese Bewegung stets
beschriinkt bleibt, d. h., die durch eine voriibergehende Stérung
hervorgerufene Abweichung von dieser Grundbewegung be-
schrinkt bleibt und mit kleiner werdender Anfangsstérung
gleichfalls kleiner wird. Dieses Verhalten kennzeichnet die Stabili-
tit der Bewegung ¢ (¢). In diesem Fall wird die Laufruhe des
Systems im stationdren Zustand durch die partikulire Losung,
die eine periodische ist, eindeutig bestimmt. Man kann gegebenen-
falls diese SystemgroBen (m, k, ¢) so bestimmen, daB man
auBerhalb des Resonanzbereiches bleibt, oder zusitzlich noch die
Amplituden der stationdren Schwingungen unter einer vor-
geschriebenen GroBe unterdriickt. Damit ist iiber dieses Modell
das Wesentliche gesagt.

4 Der rheolineare Schwinger

Geht man einen Schritt weiter und betrachtet ein Modell
eines Schwingungssystems, dessen Bewegungsgleichung auf eine
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit zeitlich periodisch
veriinderlichen Koeffizienten zuriickgefiilhrt werden kann, so
erhilt man, und zwar in etwas vereinfachter Form,

¢+kq+u)g=10 (2).

Diese Gleichung stellt die Bewegung eines Systems dar, dessen
Federzahl u zeitlich periodisch schwankt. Fiir eine Periodenzeit
T, wird alsow (t) = u (t + T'y). Die Erregerfunktion sei wiederum
eine periodische Funktion der Zeit.

Die Allgemeine Losung von Gl. (2) hat die Form:

q(t) =gn () + gp ()

Die Gesamtlosung q () ist dann stabil (d. h., die Losung dieser
sogenannten Hillschen Differentialgleichung bleibt beschrankt),
wenn sowohl die homogene Losung gn (£) als auch die Partikular-
lésung gp (t) beschriinkt bleiben. Die Stabilitdtstheorie solcher

Gleichungen ist nun nicht so einfach wie die mit den konstanten
Koeffizienten. Man behandelt zunichst die homogene Gleichung

q+kg+utyg="0
bzw. deren Losung gn (f).

Durch die Transformation
k

mi)=e 2y 3)

geht die Differentialgleichung iiber in die Normalform:

3 k2
y+[u(t)—7]y:0 (4).

Fiir die weitere Behandlung wird zur Ubersichtlichkeit fiir « (t)
die einfache Form
u(t) = AL+ ycosvi (5)

(v natiirliche Zahl; 4, und y konstante GroBen)

angenommen. Die Gl. (4) erhilt dann die Form
2 k2
y—l—(ll — T—{—ycosvt)y=0
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bzw. Y+ (A+ycosvt)y=0 (6),
; k2

wobei M — il A

bedeutet.

k

Die Losung gy () nach GL (3) ist mit dem Abklingfaktore 2 i
behaftet. Dieser bewirkt, dal gn (f) auf jeden Fall beschrinkt
bleibt, wenn y (¢) beschrankt bleibt. Nun ist Gl. (6) eine soge-
nannte Mathieusche Differentialgleichung, deren Theorie sehr
weitgehend entwickelt ist. Der Typ der allgemeinen Lésung von
Gl. (4) hingt von den speziellen Werten der Konstanten 4 und y
ab [1;6;7; 8].

Aufgrund eines Diagrammes, wobei y iiber A aufgetragen wird,
erhilt man in der (4, y)-Ebene Gebiete der stabilen und instabilen
Losungen. Man pflegt dieses Diagramm als Struttsche Stabilitéts-
karte zu bezeichnen. Fiir eine vorgegebene positive Diampfung
k sind die ersten beiden Gebiete dieser Karte in Bild 1 dargestellt.
Die schraffierten Gebiete entsprechen den beschrankten (stabilen)
Losungen von y. Wenn also der Punkt (4, ) im schraffierten Teil

der Stabilitdtskarte liegt, so wird gema8 der Gl. (3)
fiir { — oo,

gn (1) >0
d. h., ¢n (¢) ist asymptotisch stabil!
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Bild 1. Stabilitiatskarte fiir die Losungen der Mathieuschen

Differentialgleichung mit linearem Didmpfungsglied fiir eine

beliebige Dampfungszahl k > 0. Die Bereiche, in denen die Diffe-
rentialgleichung stabile Losungen hat, sind schraffiert.

Liegen dagegen die (4, y)-Werte in den weillen Gebieten der
Karte, so werden die entsprechenden Schwingungsamplituden
¥y (t) bzw. gn (¢) instabil, d. h., sie wachsen mit # — oo unbeschréankt
an.

Man kann also feststellen, da3 trotz der positiven Dampfung
fiir gewisse Werte (4, ) instabile Schwingungen entstehen konnen.
Das ist ein wesentlicher Unterschied gegeniiber dem Verhalten
der Schwingungen, die durch homogene Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten und Dampfung beschrieben werden.
Diese bleiben stets beschrankt.

Man erkennt, daB die allgemeine Losung ¢ (¢) trotz des Damp-
fungsfaktors in der Bewegungsgleichung fiir bestimmte Kom-
binationen der Parameterwerte instabil sein kann. Diese In-
stabilititsbereiche werden also im wesentlichen durch die insta-
bilen Losungen der homogenen Gleichungen bestimmt. Wir
bezeichnen die Bereiche, in denen die homogenen Loésungen
instabil werden, als laufunruhige Bereiche des Systems. Die
Amplituden dieser aufklingenden Schwingungen wachsen jedoch
in Wirklichkeit mit der Zeit nicht, wie diese lineare Theorie
voraussagt, ins Unendliche, sondern bleiben wegen der grund-
sitzlichen Nichtlinearitdt des Systems endlich.

Man bezeichnet die Schwingungen dieses Modells parameter-
erregte Schwingungen bzw. rheolineare Schwingungen des
Systems. Betrachtet man nimlich in Gl. (2) den homogenen Teil,
so werden die Eigenschwingungen dieses Systems durch die zeit-
veranderlichen Werte der Systemparameter erregt. Sind diese
Erregungen auBerdem periodisch, so spricht man von einer
Fremderregung.
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In den bisher betrachteten beiden Modellen sind die perio-
dischen stabilen Losungen unabhiingig von den Anfangsbedin-
gungen des schwingenden Systems.

5 Der nichtlineare Schwinger

SchlieBlich soll die nichtlineare Differentialgleichung des
Schwingers in der Form einer periodischen Erregung

]2 F ) =1 7
—t_zq + Flq, _Elqt () (7)
betrachtet werden.

Es wird angenommen, daf} eine partikulire Losung go (¢)
dieses Systems bekannt sei, beispielsweise sei sie aus der Messung
an einem solchen Schwinger ermittelt worden. Auerordentlich
wichtig ist nun die Frage, ob diese partikulire Losung stabil
bleibt.

Um die Stabilitdt dieser Schwingung beurteilen zu konnen,
interessiert man sich nun fiir die Nachbarbewegungen, die nur
wenig von der stationéiren Bewegung ¢o () verschieden sind. Mit

g () =qo()+ &)

kann man entwickeln
F(g.q)=F( ')+(8F)é+(aF>§+
(@-9) = F (0, 90 3 o g Sl

Bei hinreichend klein angenommenen Stérungen begniigt man
sich mit den beiden angegebenen Gliedern der Taylor-Reihe und
bekommt so nach Einsetzen in die Gl. (7)

o o : o\ « oF
q0 + & + F (gos 90) + <.67)05 + <E>05 —f(@® =0.

Beriicksichtigt man nun, daB go selbst eine Losung der Gleichung
ist, dann bleibt als Bestimmungsgleichung fiir die Stérung:
i+ <ﬁ> é+(a—F> §=0
08¢ /o 8¢ Joo
In nichtlinearen Systemen ist die Ableitung selbst noch von
g und q abhingig. Da nun gq als periodische Funktion vorausge-

setzt wurde, werden somit die Faktoren von £ und £ in der letzten
Gleichung periodische Funktionen der Zeit. Die Frage der Stabi-
litdt der periodischen Losung qo (f) ist demnach auf die Frage
zuriickgefiihrt, ob die Losungen der linearen Differential-
gleichung mit periodischen Koeffizienten (Hillsche Differential-
gleichung) beschriankt bleiben oder nicht [9; 10; 11].

6 Beispiele

Nachstehend werden anhand einiger wichtiger Getriebe-
systeme, die in jedem Zweig des Maschinenbaues zur mechani-
schen Ubertragung von Leistungen dienen, die typischen Er-
scheinungen der parametererregten Schwingungen gezeigt [12].
Die Erregung kommt hierbei als Folge der Zeitabhéngigkeit
irgendwelcher Parameter des elastischen Systems zustande. Es
interessiert dabei vor allem eine periodische Abhingigkeit von
der Zeit. Leistungswandler ahnlicher Art lassen sich stets auf das
gleiche Schwingungsmodell zuriickfiihren.

6.1 Parametererregte Drehschwingungen eines einfachen Zahn-
radgetriebes

Bei schnellaufenden Zahnradgetrieben hat man einen zusétz-
lichen EinfluB des iibertragenen konstanten Drehmomentes auf
die dynamischen Zahnkrifte festgestellt. Dieser Einflul} 148t sich
aus der zeitlichen Verinderlichkeit der Federzahl des schwin-
gungsfihigen Systems ableiten [13; 14].

Das schwingungsfihige System bestehe aus den Drehmassen
der beiden Zahnrider und elastischen Zéhnen, die gerade im
Eingriff sind, Bild 2. Durch das konstante Antriebs- bzw. Ab-
triebsmoment M; und M sei eine Vorspannung der im Eingriff
befindlichen Zéhne erzeugt. Die Federzahl des Systems ist davon
abhiingig, wieviel Zdhne gerade im Eingriff sind. Je nach Aus-
fithrung und gegenseitiger Stellung der Zahnrider konnen ein,
zwei oder drei Zahne gleichzeitig im Eingriff sein. Sind z. B. zwei
Zahnpaare im Eingriff, so liegt ein statisch unbestimmtes
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System vor. Bei einer fehlerfreien Verzahnung, die hier voraus-
gesetzt wird, tragen aber beide Zahnpaare gleichmiBig, d. h.
deren elastische Verformungen sind gleich grof}. Man kann mit
Hilfe der Riickstellkraft R des elastischen Systems die Federzahl
des Systems bestimmen. Denkt man sich das Antriebsglied 1
festgehalten, so wird sich das Abtriebsglied 2 infolge der elasti-
schen Verformung der im Eingriff befindlichen Zihne um den
kleinen Winkel Ay drehen kénnen. Die Linge der Zusammen-
driickung « der Zahnflanken ist dann x = ry Ay.

Eingriffslinie

Bild 2. Zahnradpaar im Eingriff.

Nach Karas [15] ist R praktisch als linear abhingig von x
anzunehmen. Man erhilt also fiir eine Deformation o, die der
vorgeschriebenen Vorspannung entspricht, zwei Riickstellkrifte
Rumin und Rpax, je nachdem, ob ein oder zwei Zahne im Eingriff
sind. Bei geradverzahnten Stirnriidern mit genauen Flanken
erfolgt diese Anderung von Rmin zu Rmax beim Eingriffwechsel
sprunghaft, weil dann sofort die ganze Zahnbreite des neu hinzu-
kommenden Zahnpaares triagt, Bild 3.

Rmin entspricht aus der Beziehung Rmin = COmin%o die
Federzahl Cryin und Rmax wegen der Beziehung Bmax = Cmax %o
die Federzahl Cmax. Wir wollen den Einflul der kleinen De-
formationsschwankungen um 2o auf Cmin und Cmax vernach-
lissigen. In Bild 4 ist auBerdem die Riickstellkraft als Funktion
der Zeit dargestellt. Dieser zeitverinderlichen Riickstellkraft
entspricht das Riickstellmoment My um die Drehachse des
Antriebsrades:

My = B2 = — CrgAtp,
wobei C die zeitverinderliche Federzahl des Systems bedeutet
und der Drehsinn des Abtriebsrades als positiv angenommen

wurde. Bezeichnet man mit * den Drehwinkel des Abtriebsrades
mit starren Zihnen und mit we = 22 we die Eingriffsfrequenz,

wobei z2 die Anzahl der Zihne des Abtriebsrades wa = w* be-
deutet, so kann der Drehwinkel ¢ in der Form

,
y=—1t+A4y (®)

geschrieben werden. Fiir die Federzahl wird zuerst (wobei die
Federzahl unabhiingig von Ay sein soll)

X = Omin

c
C (wct) = Co + — 5

geschrieben, mit

¢ (wel) 9)

C + Omi
O:ﬂQ—mm und ¢ (wet) = + 1.
Bild 3 Bild 4
Rmax ******* S — o
R R
R minl——— AN\ —————— =— —=
‘ ein Zahn  zwel Ztne
[ im Eingrift  im Eingriff
o 3:“,
x 4

Bild 3. Riickstellkraft des Systems mit elastischen Zahnen nach
Bild 2 in Abhingigkeit der Zusammendriickung der Zahnflanken.

Bild 4. Riickstellkraft des Zahnradpaares in Abhingigkeit der
Zeit.
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Es wird angenommen, daf das auf die Antriebswelle reduzierte
Massentriigheitsmoment J; (= konst.) der Antriebsseite grof3
gegeniiber dem reduzierten Massentragheitsmoment J» (= konst.)
der Abtriebsseite ist, d. h., es wird w; = konst. angesetzt. Die
Bewegungsgleichung ist

Jay + C (wct) 13 Ay = M (10).

Wegen der Gl. (8) und der Beziehung x = 72 Ay kann fiir die
Deformation « geschrieben werden

Jo .. M,
S 2+ C(welt)x = (11).
1'_2 ]

Es werden die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt:

Jo AT
; A Chittel
T = @l Mred = 32 5 Wa = ——
Ty Mred
We Cmax — Cmin
P =5 e e —————
we 2 Mreq W2
e

Hierbei ergibt sich Crittel unter Beriicksichtigung der Gl. (9) zu
Cmax g Cmin i
o R
Dabei ist ag der Mittelwert der Funktion ¢ (wc t) entsprechend
Gl (9).

Chitter = Co (12).

cfw,t )” ‘
+7 —;—
(e-1)T (3-5)][‘\L
0] T Tt
| c
|
I

Bild 5. Idealisierte Federzahlschwankung in Abhiingigkeit von
welt =220t

z, ist die Anzahl der Zahne und o, die Winkelgeschwindigkeit des Abtriebsrades
und ¢ der Uberdeckungsgrad des Zahneingriffes.

Von Karas [15] wurde die Abhingigkeit der Federzahl vom
Drehwinkel angegeben. Die rechteckige Federzahlschwankung
ist in etwas idealisierter Form in Bild 5 dargestellt. Die Fourier-
Reihe dieser Maanderfunktion ist bekanntlich

c(wct)=ao+Z An COS N et =
1
2 3+ {2‘ 2 (— 1)nsi 2 t
=2e — — (— nn —2)- .
€ i S 7 (e ) * COs n@we

Damit ist nach Gl. (9) und (12)

Clutie — G
C(wc t) = Cmittel—l-—TaA—l’mn

3 Z ap COS N et (13).
1

Aus Gl. (11) und den Abkiirzungen folgt dann:

x”—f—v2<1 + & Z ancosnr>x—
1

wobei die Striche Ableitungen nach 7 und P = — Ms/r> die
Umfangskraft bedeuten.

P2

Cmitt el

(14),

Zuerst sei die homogene Gleichung-betrachtet. Setzt man

Omittel Cmax = Cmin
—— = RE=—————— 5 (1),

2=
2 Myeq w2
(]

Mred W2
dann gilt fiir die Bglegfunktion in Gl. (14)
Sr)=A+y fir —(c—Da<r<(e—1)= 16).
D (r)=41—y fir e—Dra<t<@B3—¢)n

Sie schwankt zwischen zwei konstanten Werten hin und her. Die
Differentialgleichung
2+ @ALy)e=0 (17)

ist eine Meifnersche Differentialgleichung; deren Stabilitdtskarte
ist in Bild 6 wiedergegeben. Man kann nun das Stabilitdtsver-
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halten der freien Schwingungen in Abhéngigkeit von A und y
aufgrund dieser Karte studieren. Wir wollen z. B. bei einem
vorgegebenen Getriebe den Einflu der Winkelgeschwindigkeit
we = 22 w2 bzw. von we auf die freien Schwingungen des Systems
betrachten. Die Parameter 4 und y dndern sich durch Einflul von
ws entlang der gezeichneten Geraden g, Bild 6, und zwar so, daf3
w2 = 0 dem unendlich fernen Punkt von g und die Kreisfrequenz
w2 — o dem Nullpunkt der Karte entspricht. Die Steigung der
Geraden g ergibt sich als

Cmax = C'min

tan g = % — (18).

2 Cmittel

@

AL

S S

Bild 6. Stabilitatskarte der Meifinerschen Differentialgleichung.

Instabilitdten hoherer Ordnung, d. h. kleine Werte von ws, sind
wegen der immer vorhandenen Dampfung praktisch unbedeu-
tend. Bei hoheren Winkelgeschwindigkeiten existieren mehrere
Instabilititsgebiete der Bewegung. Wenn ws alle seine Werte
kontinuierlich durchlduft, folgen abwechselnd stabile und in-
stabile Gebiete aufeinander.

Bleibt man im Stabilitdtsbereich, so werden die freien Schwin-
gungen des Systems infolge der Dampfung mit v — oo gegen Null
gehen. In diesem Falle handelt es sich im wesentlichen darum, die
partikulidre Losung der Gl. (14) mit konstanter Storungskraft zu
finden [16].

Die Resonanzkurven von x wurden unter zusétzlicher Be-
riicksichtigung der Wilzfehler an den Zahnen und der Damp-
fung fiir ein Zahlenbeispiel von Béhm [14] berechnet. Man stellt
fest, daBl die Vorspannung praktisch nie ausreicht, um ein Ab-
heben bei hoheren Drehzahlen zu vermeiden, wenn ein Zahnspiel
vorhanden ist.

6.2 Gelenkviereck mit elastischer Koppel [12; 17]

Die Koppel einer Kurbelschwinge sei durch eine statische
Feder von geringer Elastizitidt ersetzt, Bild 7. Die Elastizitit sei
so gering, dal die Schwingungen als klein angenommen werden
konnen. Auflerdem wird die Feder als masselos angenommen.

Bild 7. Kurbelschwinge mit elastischer Koppel. Mit Sternen sind
die Winkelgrofen im Falle der starren Koppel angedeutet.

Das System hat zwei Freiheitsgrade mit den Koordinaten ¢ und

y. Es wird aber eine konstante Winkelgeschwindigkeit w fiir den

Antrieb vorausgesetzt. Es wirken auch keine dufleren Krifte.

Man kann im Schwingungssystem jeden diinnen Stab durch eine

elastische Feder als Koppel ersetzen, wenn die erste Frequenz der

Erregung f1 = w/2n viel kleiner ist als die erste Eigenfrequenz
1 E

h=32 V3
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der Lingsschwingung des Stabes, d. h. f; < fs, wobei E den
Elastizitatsmodul und ¢ die Masse je Liangeneinheit bedeuten.

Die Federzahl der Koppel sei k und mit ¢* soll der Drehwinkel
der Schwinge im Falle der starren Koppel bezeichnet werden. Es
gilt das Hookesche Gesetz. J bedeutet das Massentrigheitsmo-
ment der Schwinge um By.

Die Verlingerung Aa der Koppel ist mit Hilfe des Uber-
tragungswinkel p
Aa =1 (p — p*) sin y,

und daher ist die Bewegungsgleichung der Schwinge
Jyp+ k2 (p — yp*)sin2u =0 (19).

Es wird y — p* = ¢ gesetzt und ¢ sowie die Differenz y — u* =
Au als klein angenomimen. Dann wird

Je+ k2esin?py = — Jp* (20).

Hierin kénnen mit cos Ay ~ 1, sind Ay ~ Ay und unter Ver-
nachlédssigung von (Ay)? fiir

sin2 ¢ = sin? (u* + Au) = sin? u* + Apsin 2 u*
und, da ¢ Ay eine Grofle zweiter Ordnung wird,
esin? y = esin? pu*

eingesetzt werden. Aullerdem besteht fiir sin2 u* in einer be-
liebigen Lage des starren Getriebes folgende Beziehung

B2
sin2pu*=1—A42 —-24 Bcosqy—Tcos%p (21),
wobei
iy Ccos ,u*mm + cos ,u*max
I 2
(22)

€08 U*min — €08 f1¥max
B= z

bedeutet. p*min ist der kleinste und u*pax der groBte Uber-
tragungswinkel der starren Kurbelschwinge. Bekanntlich liegt
der erstere in der inneren und der zweite in der dufleren Steglage
des Getriebes. Mit

de “ 5 dZe
e=w dp e=w P
“ d2y* k12
# oD . 2
v i de? ’ G J w?
lautet die endgiiltige Bewegungsgleichung
B2
& +v2<1 — A2 — 24 Beosg —?cos2¢p>e = —yp* (23).

Die Storungsfunktion y*” (¢) ist aus dem Bewegungsdiagramm
der starren Kurbelschwinge bekannt. Der homogene Teil der
Differentialgleichung (23) ist durch die Abkiirzungen

A=12(1 — A2)

y=—214B
B2

i = =2 PR

in die Form

& 4+ (A+yLcosp 4 y2c082¢)e =0 (24)

zuriickfithrbar.

Die Stabilitatskarte der mit der Gl. (21) identischen Gl. (24)
ist bekannt [15].

Nimmt man z. B. gmin = 45° und gmax = 135° an, so wird 4
bzw. y1 = 0, und mit 2 p = ; /4 = 7; y2/4 =y erhiilt man die
Mathieusche Differentialgleichung

d2e S =
_d(ﬁz + @A+ ycosp)e=0 (25),
wobei
X, e k12 b4
BT = 4 J w? (28)
ist.
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Man kann nun den EinfluB von o auf die Stabilitit der
Losungen der Gl (25) untersuchen. Die Parameter 1 und y
dndern sich durch o entlang der in der unteren Halbebene der
Ince-Strutt-Karte [5] gezeichneten Geraden, Bild 8. Die Steigung
dieser Geraden ist tana = — p/1 = — 1, d. h., der Steigungs-
winkel a betrigt —45°.

Bild 8. Ince-Struttsche Stabilititskarte der Mathieuschen Diffe-
rentialgleichung. Schraffierte Bereiche entsprechen stabilen
Losungen.

Dem unendlich fernen Punkt der Geraden g entspricht die
Winkelgeschwindigkeit » = 0 und dem Nullpunkt der Strutt-
schen Karte w — 0. Wegen der immer vorhandenen Dampfung
haben die Instabilitiitsgebiete hoherer Ordnung (also kleine
Werte von o) keine praktische Bedeutung. Betrachtet man diese
Kurbelschwinge als ein Ausgleichsgetriebe, so leistet die Strutt-
sche Karte fiir die dynamische Synthese solcher Getriebe wert-
volle Dienste. Man kann die Betriebsgrofen 1 und y gegebenen-
falls so annehmen bzw. so lange dndern, bis man im Stabilitéts-
bereich liegt. Dann werden die angeregten freien Schwingungen
des Systems wegen der stets gegenwiértigen Dimpfung mit ¢ — oo
verschwinden.

6.3 Starres Getriebesystem mit Torsionsschwingungen
im Antrieb

AuBerordentliche Bedeutung besitzen ‘die Schwingungen im
Antrieb von raschlaufenden Maschinen in denen ungleichférmig
iibersetzende Getriebe fiir die Bewegungsiibertragung verwendet
werden. Das einfachste Schwingungsmodell von einem Freiheits-
grad fiir diese Fille ist in Bild 9 schematisch dargestellt.

! Arbeitsmaschine
dnfr/ebsmalor; Jle) 3
o
Wi
»*
¢=wt
¢ M)

Bild 9. Schwingungsmodell fiir Torsionsschwingungen im Antrieb.

Das Modell besteht aus einem. Antriebsmotor a, der dreh-
elastisch vorausgesetzten Welle (I—I) mit der Federzahl ¢
sowie einer Maschine (Arbeitsmaschine) b. Die Arbeitsmaschine b
moge sowohl gleichformig als auch periodisch iibersetzende
Getriebe enthalten. Alle Getriebeglieder der Arbeitsmaschine
werden als starr angenommen. Das Kraftfeld der Maschine
(Nutzkrifte, Reibungskrifte, Federkrifte usw.) sei bekannt. Die
Antriebswinkelgeschwindigkeit o wird als konstant vorausge-
setzt. Es sind ¢* = w ¢t und ¢ der Drehwinkel der elastischen
Welle (I—I) auf der Antriebs- bzw. Maschinenseite. J(¢p) ist das
auf die Welle (I—I) reduzierte Massentrigheitsmoment der
Arbeitsmaschine. Das auf die gleiche Welle reduzierte Massen-
trigheitsmoment J* der Antriebsseite wird von ¢* unabhéngig
vorausgesetzt.
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Die potentielle Energie ¥ und die kinetische Energie £ dieses
Systems sind

e * _ 5)2
V 5 cl¢* —9)

1 1 ’
s e T2 — 2
E g J* 0+ 5 J) ¢

Mit diesen Ausdriicken erhdlt man mittels der Lagrangeschen
Gleichung

d [0 oE ov -

FTE O e el

die folgende Bewegungsgleichung fiir ¢ des betrachteten Modells:

T R
J (p) ¢+7@¢2+0(¢—¢*)=M-

Eine begriindete Linearisierung- dieser nichtlinearen Diffe-
rentialgleichung ist seit lingerer Zeit bekannt. Man schreibt
zuerst @ in der Form ¢ = ¢* + y, wobei y < ¢* vorausgesetzt
wird, und erhélt fiir p unter Vernachlassigung des Einflusses von
y auf J(p) und M(p) die folgende lineare inhomogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten:

pa g 1 dJ (wt)
(wt)yp +cyp = (cu)—~2 dw b w?.
Aus der Losung der zugehoérigen homogenen Gleichung
. c
et A 0 (27)

wird das Verhalten der freien Schwingungen des Systems der
Stabilitit (Laufruhe) und Instabilitit (Laufunruhe) beurteilt.
Fiir p* = o ¢t nimmt die Gl. (27) die folgende Gestalt an:

d2y c
WJra;u(w*)w:O (28).
Hierin ist (%) 1
u =—
A J (p*)

eine periodische Funktion (z. B. kann sie eine 2 - oder 4 z-
periodische Funktion sein).

Eine praktische wichtige Aufgabe besteht nun darin, den
Wertbereich von o in Gl. (28) festzustellen, fiir die die freien
Schwingungen die Tendenz zeigen, mit ¢ — o unbeschrinkt zu
wachsen. Diese sogenannten ,,parametrischen Resonanzbereiche‘
sind die Gebiete der Laufunruhe des Systems.

Durch das Modell in Bild 9 lassen sich z. B. die folgenden
Antriebssysteme auf das Verhalten hinsichtlich der Laufruhe
bzw. Laufunruhe untersuchen.

Bei schnellaufenden Kurvengetrieben spielt die Schwingungs-
charakteristik des Systems eine bedeutende Rolle. Die Krifte
weichen hierbei erheblich von jenen ab, die aus dem System mit
starren Gliedern abgeleitet werden; insbesondere zu Beginn der
Bewegung, wenn nach Durchlaufen des sogenannten Spieles ein
stoBartiger Anhub einsetzt, ist die Abweichung sehr erheblich
[19]. Diese zusitzlichen dynamischen Krifte beeinflussen weit-
gehend die Kraftschliissigkeit zwischen der Kurvenscheibe und
dem Abtriebsglied.

Je nach der Konstruktion der Kurvengetriebe und den An-
triebsverhéltnissen lassen sich bei der Untersuchung des Schwin-
gungsverhaltens des Systems etwa zwei Fille unterscheiden:

1. Die Kurvenscheibe und die Antriebsseite werden starr, aber
die Abtriebsseite elastisch angenommen. Fiir diesen Fall (z. B.
Kurvengetriebe mit Hebeliibersetzung) ist das Schwingungs-
modell in Bild 10 dargestellt. Hierbei wurde das Abtriebsglied
als eine statische Feder betrachtet. Wenn man die Antriebs-
winkelgeschwindigkeit ¢ =  als bekannt voraussetzt, so hat das
System einen Freiheitsgrad. Man erhilt eine lineare Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten als Bewegungsgleichung.

2. Im Gegensatz zu Punkt 1 wird nur die Antriebswelle der
Kurvenscheibe elastisch angenommen, und die anderen Teile
des Systems werden starr vorausgesetzt, Bild 11. Man spricht
hier vom sogenannten elastischen ,,Aufziehen* der Kurven-
scheibe. Bei Kurvengetrieben mit kleinem Ubertragungswinkel
zeigt sich diese Eigenschaft als besonders unangenehm. Die durch

Grundl. Landtechn. Bd.17 (1967) Nr.3



dieses ,,Aufziehen‘‘ entstehende Ungleichférmigkeit der Abtriebs-
bewegung kann unter Umstinden den Arbeitsverlauf stoéren.
Nach Linearisierung ergibt sich in diesem Falle eine Hillsche
Differentialgleichung als Bewegungsgleichung des Systems.

% 2 4
a
iy dem Rollenhebelgetriebe
gleichwertige Massen
y
dquivalente = | 0
Federkonstante K = =T~
Al
—+
. Bild 10. Schwingungs-
Feil der Kurvenscheibe  modell eines Kurven-

getriebes voneinem Frei-
heitsgrad. Die Wegfunk-
tion s (t) ist
vorgeschrieben.

Antriebsmotdr

[z

Bild 11. Kurvengetriebe mit drehelastischer Antriebswelle.

Als nidchstes Beispiel seien die Schwingungen erwahnt, die
bei der Ubertragung des Drehmomentes mittels eines Kardan-
gelenks (Kreuzgelenkes) entstehen. Bekanntlich ergibt sich bei
Verwendung nur eines Kardangelenkes in der abgewinkelten
Abtriebswelle eine periodisch schwankende Winkelgeschwindig-
keit und damit ein ebenfalls verdnderliches Drehmoment. Da-
durch entsteht jedoch die Gefahr der Anregung von Dreh-
schwingungen. Die erzwungenen parametererregten Schwin-
gungen einer Kardanwelle von je einer Drehmasse auf der An-
triebs- und Abtriebsseite wurden bereits naher untersucht [20].
In diesem Zusammenhang sei auch auf eine andere Untersuchung
hingewiesen [21].

Die Bewegungen einer groen Gruppe der Kurbelausgleichs-
getriebe lassen sich durch die Hillsche Differentialgleichung
beschreiben. Hierbei ist das Stabilitdtsverhalten dieser Getriebe
fiir ihre praktische Brauchbarkeit von Bedeutung [12; 22; 23].

Fiir weitere Beispiele aus der Getriebetechnik hinsichtlich der
parametererregten Schwingungen sei auf das Schrifttum [24;25;
26] verwiesen.

7 Zusammenfassung

Die in der Praxis bei hoheren Drehzahlen beobachteten
Schwingungserscheinungen lassen sich oft weder qualitativ noch
quantitativ aufgrund eines bisher iiblichen einfachen linearen
Schwingungsmodells erklidren.

Durch ein Schwingungsmodell, dem eine Bewegungsdifferen-
tialgleichung mit periodischen zeitverdnderlichen Koeffizienten
zugrunde liegt, gelingt es nun, einige typische Schwingungs-
eigenschaften des Schnellaufes zu beschreiben. Es gelingt weiter-
hin mit Hilfe dieses Modells aus der gut ausgebildeten Theorie
der Stabilitit die Frequenzbereiche aufklingender freier Schwin-
gungen des Systems zu bestimmen. Diese sogenannten lauf-
unruhigen Drehzahlbereiche lassen sich durch gegenseitiges
Abstimmen der Systemgrofen auflerhalb des Betriebsdrehzahl-
bereiches verschieben.

In der vorliegenden Arbeit wurde auf die Betrachtung von
Systemen mit einem Freiheitsgrad beschrdnkt. Damit blieb
eine wesentliche Eigenschaft der mehr als einen Freiheitsgrad
besitzenden Schwingungsmodelle unberiicksichtigt. Hierbei
ergeben sich namlich fiir die freien Schwingungen Instabilitats-
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bereiche erster und zweiter Art, von denen die zweite Art nur den
parametererregten Schwingungssystemen mit mehr als einem
Freiheitsgrad eigentiimlich sind und daher bei der Untersuchung
des angenommenen Schwingungsmodells dieser Arbeit nicht
gefunden werden kénnen. Diesbeziiglich sei auf das Schrifttum,
insbesondere auf das Buch von Malkin [1] verwiesen.
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