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Gleichungen fiir Widerstandsbeiwerte zur Berechnung
der Stromungswiderstande von Kugeln und Schiittschichten

Von Christian von Zabeltitz, Braunschweig-Voélkenrode

Bei der theoretischen Behandlung der Umstromung von Einzel-
korpern und der Durchstromung von kirnigen Haufwerken gehen
Widerstandsbeiwerte in die Rechnung ein. Mit Hilfe eines Analog-
rechners lassen sich aus den experimentell ermittelten Funktionen
verschiedener Widerstandsbeiwerte empirische Niherungsgleichungen
berechnen. Diese Gleichungen haben einen grofien Giiltigkeitsbereich
und sind in Verbindung mit Bewegungsgleichungen geschlossen
integrierbar. Fiir die Widerstandsbeiwerte von Einzelkugeln sowtie
fiir Kugeln, die sich im Kugelschwarm gegenseitig beeinflussen,
werden Ndherungsgleichungen angegeben, die den gestellten An-
forderungen geniigen. Weiterhin werden Gleichungen fiir Wider-
standsbetwerte ermittelt, die in Druckverlustgleichungen von
Schiittgutschichten auftreten. Trotz der unterschiedlichen Form der
Druckverlustgleichungen verschiedener Autoren ist es méglich, die
Gleichungen bei entsprechender Umrechnung fir Kugelschiittungen
im untersuchten Bereich in Ubereinstimmung zu bringen.

Die theoretische Behandlung der Bewegung von Feststoff-
teilchen in fliissigen oder gasférmigen Stromungsmedien sowie
die Berechnung von Fest- und FlieBbettproblemen setzt die
Kenntnis der Funktionen der Widerstandsbeiwerte voraus. Diese
Funktionen werden im allgemeinen experimentell ermittelt und
in Kurvenform dargestellt. Analytisch hergeleitete Funktionen
sind mit Ausnahme des Stokesschen Gesetzes fiir den Wider-
standsbeiwert von Kugeln im laminaren Stréomungsbereich
bisher nicht zugénglich. Bei der theoretischen Behandlung von
Problemen, in denen Widerstandsbeiwerte auftreten, konnen
Losungen dann angegeben werden, wenn fiir die Widerstands-
funktionen empirische Gleichungen hoher Genauigkeit vorhanden
sind. Bei der Analogrechentechnik ist es moglich, mit Hilfe von
Funktionsgebern experimentell ermittelte Kurven direkt in die
Rechnung einzufiihren, wobei die Losung dann wieder in Kurven-
form vorliegt. In vielen Fillen ist aber die geschlossene analytische
Darstellung des Problems erwiinscht und die Losung von Néhe-
rungsfunktionen vorteilhafter.

Die Kenntnis der Funktionen der Widerstandsbeiwerte ist
wichtig fiir die Behandlung von Abscheideverfahren, wie Sicht-
probleme, Schwerfliissigkeitstrennung und Aufstromklassierung.
Ebenso gehen Widerstandsbeiwerte in die Berechnung von Pro-
blemen der pneumatischen Foérderung sowie bei der Durch-
stromung von Fest- und FlieBbetten (Trocknung und Beliiftung)
ein. Bei theoretischen Ansédtzen wird in vielen Fillen von der
Kugelform der Feststoffteilchen ausgegangen. Das Ziel der vor-
liegenden Untersuchung ist es, Gleichungen zur theoretischen
Ermittlung von Widerstandsbeiwerten fiir Einzelkugeln, fiir
Kugeln im Kugelschwarm und fiir Kugelhaufwerke anzugeben.
Nach Maithies [1] lassen sich dann die Widerstandsbeiwerte land-
wirtschaftlicher Erntegiiter durch Multiplikation des Wider-
standsbeiwertes von Kugelhaufwerken mit einem konstanten
Faktor berechnen.

Die Koeffizienten der im folgenden wiedergegebenen Glei-
chungen wurden durch Naherung und Vergleich auf einem Analog-
rechner (EAI/TR 48) ermittelt. Die experimentell ermittelten
und in Kurvenform vorliegenden Funktionen wurden dazu auf
einem Funktionsgeber des Rechners eingestellt und mit den im
Rechner programmierten und berechneten formelmiBigen Funk-
tionen auf dem Sichtschirm und dem XY-Schreiber verglichen.
Dabei wurden die Koeffizientenpotentiometer am Rechner so
lange variiert, bis die Kurven im erwiinschten Bereich eine
optimale Approximation erreichten.
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Widerstandsbeiwerte von Einzelkugeln

In einem Stromungsfeld wirken auf ein bewegtes Feststoff-
teilchen als duBlere Krifte die Schwerkraft ®, Auftriebskraft QA
sowie die Reibungs- und Widerstandskraft 8. In vektorieller
Schreibweise lautet die Bewegungsgleichung dann

dDF
mp T =6 +A+BW (1);
darin ist
® + A = mp QgF —0s g @).
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Die Widerstandskraft berechnet sich nach der Beziehung
B = cp B3 v |or 3),

wobei Fg die Projektionsfliche des Teilchens in Richtung der
Anstromung, s die Dichte des Stromungsmediums und v, die
Relativgeschwindigkeit zwischen Strémungsmedium und Fest-
stoffteilchen bedeuten. Der Widerstandsbeiwert cg beriicksichtigt
die Abhéngigkeit der Widerstandskraft von weiteren EinfluB-
groBen, die analytisch nicht erfaBbar sind [2]. Er ist abhiingig
von der Reynoldszahl

R B dr gs @)

s

und ist in der Form ¢ = f(Re) fiir aerodynamisch glatte Einzel-
kugeln eine experimentell ermittelte Funktion [2], die in Bild
1, 3 und 5 des vorliegenden Aufsatzes als stirker ausgezogene
Kurve dargestellt ist. Nach Fehling [3] gelten fiir die MeBwert-
kurve ¢ = f(Re) die in Tafel 1 angegebenen Toleranzen.

Tafel 1. Toleranzen fiir die gemessene Funktion ¢ = f(Re) [3].

Toleranzen
Re
%
1 —7 1,0
10 —70 2,6
100 — 700 4,0
1000 — 7000 7—10

Aufgabe der weiteren Ausfithrungen ist es, fiir diese und noch
weitere anzugebende Widerstandsfunktionen Gleichungen zu
ermitteln, die so aufgebaut sind, dafl die Bewegungsgleichung (1)
nach Einfithrung der Ausdriicke fiir ¢ noch geschlossen inte-
grierbar ist. Diese Forderung wird von vielen der bisher be-
kannten Gleichungen der Funktion ¢ = f(Re) nicht erfiillt. Fiir
die Einzelkugel gilt im laminaren Bereich (Re < 0,1) das
Stokessche Gesetz

_24 .

Diese Gleichung ist fiir den Widerstandsbeiwert der Einzelkugel
als einzige analytisch durch Annahme bestimmter Voraus-
setzungen aus den Nawier-Stokesschen Differentialgleichungen
abzuleiten [2; 4]. Nach Oseen [4] gilt das erweiterte Stokessche
Gesetz mit befriedigender Genauigkeit bis zu einer Reynoldszahl
von Re = 1,5. Fiir den Ubergangsbereich 0,1 < Re < 3 - 103
sind fiir verschiedene Giiltigkeitsbereiche zahlreiche Ansitze
gemacht worden:

nach Oseen [4] gilt bis Re = 1,5
24 1 3 Re) — 24 i 5
c = —R; e 16 O] = Re + 4 ( )’
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nach Schiller und Nauwmann [5] ist im Bereich 1 < Re < 1000
24 3,6

°=Re T Roosm A
nach Schytil [6] fir 2 < Re < 500
18,5
c = W (8)3

nach Rumpf und Mitarbeitern [7] fiir 1 < Re < 2 - 102

24 2,8 9
c = m + . ( ),
]/ Re
nach Klyachko [7] fiir 1 < Re < 1000
24 4,0 0
i ST (10).
]/ Re

Bild 1 zeigt einen Vergleich zwischen der wahren experimentell
ermittelten Funktion ¢ = f(Re) und den Funktionen nach GI.
(6) bis (9). Die GI. (6) nach Oseen kann bis zu einer Reynoldszahl
von 1,5 als giiltig angenommen werden. Gl. (8) ist im logarith-
mischen Netz eine Gerade und stellt nur eine sehr grobe Niherung
dar. Gl. (7) gibt bis Re = 103 gute Néherungswerte fiir die ge-
messene Funktion ¢ = f(Re), wihrend Gl. (9) nur bis Re = 102
als Néaherung gilt. Die Funktion nach Gl. (10), die nicht ein-
gezeichnet ist, hat einen dhnlichen Verlauf wie die nach GI. (7).

Zur besseren Beurteilung der Approximation an die Funktion
¢ = f(Re) ist der relative Fehler F der einzelnen Gleichungen-in
bezug auf die experimentell ermittelte Funktion berechnet und
-in Bild 2 in Abhéngigkeit von Re aufgetragen. Daraus wird er-
sichtlich, daBl Gl. (10) im Bereich 1 < Re < 850 die beste
Niaherung mit einem maximalen Fehler von 59, bei Re = 850
darstellt. Gl. (7) hat im Bereich 1 < Re < 1000 einen maximalen
Fehler von 69, bei Re = 7. Im Vergleich dazu liefern Gl. (8)
und (9) wesentlich schlechtere Niherungswerte und sollten fiir

Verwendete Formelzeichen

a Kugelabstand

A Auftriebskraft

¢ Widerstandsbeiwert von Kugeln

cr Widerstandsbeiwert von Feststoffkérpern

¢ Widerstandsbeiwert von Kugeln im Kugelschwarm

dy KorngréBe der Feststoffteilchen

dg Kugeldurchmesser

Fs Projektionsfliche der Einzelteilchen in Strémungsrichtung

F relativer Fehler

G, Gewicht

76 Schwerebeschleunigung
Hohe der Schiittschicht

K, K’ Konstanten

kw Konstante

k Stoffkonstante

mg Masse der Feststoffteilchen

m, n Konstanten

Or Oberfliche des Feststoffes

0 spezifische Oberfliche des Feststoffes

Ap Druckverlust in Schiittschichten

Re Reynoldszahl

q Konstante

t Zeit

Vy Volumen des Feststoffes

VF, DF Geschwindigkeit der Feststoffteilchen

VUK Kugelgeschwindigkeit

Vi Relativgeschwindigkeit zwischen Feststoffteilchen und
Stromungsmedium

L Lockerungsgeschwindigkeit

vs Geschwindigkeit des Stromungsmediums in Schiittschichten,
bezogen auf den schiittgutfreien Querschnitt

w,28 Widerstandskraft

w Widerstandskraft einer Kugel im Kugelschwarm

2! Zahl der Storkugeln im Kugelschwarm

6 = a’[dg Abstandsverhiltnis

& spezifisches Hohlraumvolumen

4 Widerstandsbeiwert von Schiittschichten

LKs Widerstandsbeiwert von Kugelschiittungen

ns Zahigkeit des Stromungsmediums

oF Dichte des Feststoffes

0s Dichte des Stromungsmediums

D,y Widerstandsbeiwerte von Schiittschichten
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Bild 1. Vergleich der experimentellen Funktion des Widerstands-
beiwertes fiir Einzelkugeln mit den N#herungsgleichungen (6)
bis (9).
eine Rechnung nicht angewendet werden, zumal ihr Aufbau
nicht einfacher ist als der von Gl. (7) und (10). Fiir den Bereich
Re > 103 sind die Gln. (7) bis (10) wegen des stark zunehmenden
Fehlers nicht geeignet.

Mit Ausnahmen der Gleichung von Oseen erfiillen Gl. (6) bis
(10) nicht die obengenannte Voraussetzung der geschlossenen
Integrierbarkeit der Bewegungsgleichung (1). Auflerdem gelten
sie als Naherung nur bis Re = 103. Daher wurde versucht, durch
die beschriebene Optimierung auf dem Analogrechner fiir die
Oseensche Gleichungsform

m
&= —R; +n (11)
geeignete Koeffizienten m und n zu finden, so dafl diese Glei-
chung auch im Ubergangsbereich 1 < Re < 4 - 103 giiltig ist.

AR | A
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relativer Fehler F
<>

| | (7) ;(9):
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Bild 2. Der relative Fehler F' der Naherungsgleichungen (6) bis
(10) in Abhéngigkeit von der Reynoldsschen Zahl.

N

Es ergab sich, da} diese sehr einfache Gleichungsform mit ver-
schiedenen Koeffizienten der experimentellen Funktion ¢ = f(Re)
nur in begrenzten Re-Zahl-Bereichen mit befriedigender Ge-
nauigkeit angendhert werden konnte. Die Gleichungen mit den
bei optimaler Néherung zwischen gemessener und- gerechneter
Funktion ermittelten Koeffizienten lauten fiir die verschiedenen
Bereiche:

34

c=—+409fir3 < Re < 80 (12),
Re
42

&g -+ 0,65 fiir 10 < Re < 200 (13),
75

¢ =— + 0,4 fiir 80 < Re < 104 (14),
Re
67,76

e T + 0,406 fiir 60 < Re < 104 (15).

In Bild 3 ist der Verlauf dieser Funktionen im Vergleich zur
gemessenen Funktion ¢ = f(Re) und in Bild 4 wiederum der
relative Fehler F' in Abhéngigkeit von der Reynoldszahl auf-
getragen. Mit Gl. (12) und (14) 1iBt sich das Ubergangsgebiet
3 < Re < 104 gut beschreiben. Nur an den AnschluBistellen bei
Re =3 und Re = 80 treten Fehler von etwa 109, auf. Gl. (14)
und (15) haben im Bereich 90 < Re < 104 nur Fehler von
maximal 4 5%,. Aus dem Verlauf der Kurven in Bild 3 ist zu
ersehen, da der aus Gl. (12) bis (15) berechnete Verlauf der
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Bild 3. Vergleich der experimentellen Funktion des Widerstands-
beiwertes fiir Einzelkugeln mit den durch Approximation auf
dem Analogrechner ermittelten Gln. (12) bis (14).
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Bild 4. Der relative Fehler der durch Approximation ermittelten
Gln. (12) bis (15).

Widerstandsfunktion mit einem Fehler von 4 5%, als gute Nihe-
rung fiir die gemessenen Funktionen angesehen werden kann.

Da Gl. (12) bis (15) nur fiir Teilabschnitte des Ubergangs-
bereichs 1 << Re < 4 - 103 eine befriedigende Néherung an die
gemessene Funktion ¢ = f(Re) darstellen, wird versucht, durch
Erweiterung der Oseenschen Gleichungsform (11) den Giiltigkeits-
bereich zu vergrofiern. Gl. (11) wird um einen Summanden ver-
groflert und lautet dann:
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Bild 5. Vergleich der experimentellen Funktion des Widerstands-
beiwertes fiir Einzelkugeln mit den durch Approximation er-
mittelten Gln. (17) und (18).
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Bild 6. Der relative Fehler der Gln. (17) bis (19) in Abhingigkeit
von der Reynoldsschen Zahl.
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Wird Gl. (16) in die Bewegungsgleichung (1) eingesetzt, so wird
die Integration zwar schwieriger als mit Gl. (11), ist aber durch
eine Partialbruchzerlegung noch in geschlossener Form méglich.
Durch die Berechnung auf dem Analogrechner ergeben sich als
Niaherungsgleichungen

21 6
26,4 4,87
=R + m + 0,276 (18),
18,5 6,23
= Re + /Re + 0,25 (19).

Gl. (17) wird in der gleichen Form schon von Rumpf und Mit-
arbeitern [7] angegeben. Bild 5 und 6 zeigen wiederum den Ver-
lauf der Widerstandsfunktion bzw. den des relativen Fehlers
nach Gl. (17) bis (19) im Vergleich mit der experimentellen Kurve
¢ = f(Re). Gl. (17) bis (19) gelten mit einer Fehlergrenze von
maximal 4-109%, im Bereich 2 < Re < 3 - 103. GL (17) hat im
unteren Re-Bereich (Re < 200) kleinere relative Fehler, wiih-
rend Gl. (18) im Bereich 10 < Re < 2 - 103 genauere Niherungs-
werte liefert.

Im turbulenten Bereich ist der Widerstandsbeiwert zwischen
Re = 3 - 103 und Re = 105 nahezu konstant, und es gilt mit
befriedigender Genauigkeit ¢ = 4,4. Mit Hilfe der angegebenen
Gleichungen kann nun die ganze experimentell ermittelte
Funktion ¢ = f(Re) bis Re = 105 abschnittweise durch mathe-
matische Ausdriicke beschrieben werden.

Widerstandsbeiwerte von Kugeln im Kugelschwarm

In vielen Fillen reicht die Betrachtung der Einzelkugel nicht
aus, da sich gleichzeitig mehrere Korper im Stromungsfeld
befinden, die sich gegenseitig beeinflussen. Analytische Losungen
fir den Stromungswiderstand von rotationssymmetrischen
Korpern, die sich gegenseitig beeinflussen, sind nur fiir sehr ver-
einfachte Fille moglich [8]; fiir den Ubergangsbereich zwischen
laminarem und turbulentem Gebiet gibt es keine, so daB man auf
experimentelle Ergebnisse angewiesen ist. Aus der Messung der
Nachlaufstromung hinter angestréomten Koérpern kann man zwar
den Widerstand ermitteln, was aber bei riumlichen Problemen
dullerst schwierig ist [8].

Rowe und Henwood [9; 10] haben in einem Wasserstrom den
Widerstand von Einzelkugeln und im Vergleich dazu den Wider-
stand von Kugeln gemessen, die von anderen Kugeln in ver-
schiedener Lage umgeben sind. Bild 7 zeigt MeBwerte fiir den
Stromungswiderstand einer Kugel eines querangestromten
Kugelpaares, wobei das Verhiltnis W’/W = ¢’/c der Strémungs-
widerstdnde der MeBkugeln im Kugelschwarm zur Einzelkugel in
Abhiingigkeit vom Abstandsverhéltnis ¢ dargestellt ist. Die MeB3-
werte W’/W sind in dem untersuchten Bereich 30 < Re < 300
unabhéngig von der Reynoldszahl. Diese Unabhingigkeit gilt
nach Abschitzung der Autoren iiber einen weiten Bereich des
Gebietes zwischen laminarer und turbulenter Stromung.

Die umgekehrte Proportionalitidt zwischen ¢’/c und & 148t sich
ausdriicken durch die Beziehung:
W/ T4 kw
e (20),
darin ist 6 = a’/dk das Verhiltnis des auf den Mittelpunkt be-
zogenen Kugelabstandes zum Kugeldurchmesser. Die Verfasser
[9] geben als Kugelentfernung die kleinste effektive Entfernung
zwischen den AuBenfléchen der Kugeln an. Dadurch wird Gl. (20)
bei Berithrung der Kugel unbestimmt und verliert ihre Giiltig-
keit. Definiert man dagegen 6 = a’/dk, so wird bei Beriihrung
6 =1 und Gl. (20) bleibt giiltig. Bei der Darstellung der MeB-
werte tritt nur eine Diagrammverschiebung ein. kw ist eine von
der Lage der Storkugeln abhingige Konstante. Fir a’ — oo
nimmt Gl. (20) den Wert 1 an, d. h., der Widerstandsbeiwert
wird gleich dem der Einzelkugel.

(v}

Der in Bild 7 eingezeichnete Streubereich der MeBwerte be-
tragt bei 0 = 1 im Verhéltnis zum Mittelwert 4 4,39,. Fiir das
querangestromte Kugelpaar wird fiir die Konstante kw kein
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Bild 7. Der bezogene Widerstandsbeiwert einer Kugel in einem
querangestréomten Kugelpaar in Abhéngigkeit vom Abstands-
verhiltnis nach experimentellen und theoretischen Werten.
Durchmesser der MeBkugeln dx = 12,7 mm

Zahlenwert angegeben. Die Kurve durch die Mefwerte 148t sich
aber befriedigend durch folgende Funktion beschreiben:
¢ i 0,16
il
Die nach dieser Gleichung berechneten Werte sind in Bild 7 mit
eingetragen, wobei der grofite Fehler von 1,59, bei 6 = 5 auftritt.

In Bild 8 ist der bezogene Widerstand einer Mefkugel in
einem Kugelschwarm in Abhéngigkeit von der Zahl der Stor-
kugeln nach MeBwerten von Rowe und Henwood aufgetragen.
Die Einzelkugeln, die sich gegenseitig beriihren, befinden sich
dabei in einer Ebene quer zur Anstromrichtung. Die dargestellte
experimentelle Kurve kann im Bereich 0 < 2’ < 35 durch die
Funktion

(21).

’

— =1+ (2 -0,16)1.16

: (22)

dargestellt werden, deren Werte in Bild 8 eingezeichnet sind.

S
i
|
|

[

Melwerte
| x Rechrungn.6l(22)
|

=
)
T
|
|
|

B
P

\

//1
|

20
Zahl der Stirkugeln 2’
Bild 8. Der bezogene Widerstandsbeiwert von Kugeln in einem
ebenen Kugelschwarm, dessen Ebene quer zur Stromungsrichtung
liegt. g
dg = 12,7 mm

Dabei ist 2’ die Zahl der Stérkugeln, die die MeBkugeln in dem
Kugelschwarm umgeben. Fir 2z’ > 35 wird der Fehler der
Niherungsgleichung (22) schnell groler. Gl. (22) gilt fiir den Fall
der Kugelberiihrung, d. h., esist § = 1. Ein Vergleich zwischen
Gl. (21) und (22) zeigt, daB der Faktor 0,16 in GI. (22) dem Wert
kw/6 der Widerstandsgleichung des querangestromten Kugel-
paares fiir & = 1 entspricht. Ferner ist der Exponent 1,16 gleich
dem bezogenen Widerstandsbeiwert ¢’/c fiir 6 =1 in Gl. (21).
Aus diesem Vergleich 1a8t sich ein Ansatz fiir den bezogenen
Widerstand einer Meflkugel in einem einschichtigen quer zur
Stréomungsrichtung liegenden Kugelschwarm formulieren, wenn
man davon ausgeht, daB Gl. (22) ein Sonderfall des allgemeinen
Falles 6 + 1 ist. Unter dieser Voraussetzung wird im genannten
Giiltigkeitsbereich
o
(T)o

B

der Index & besagt, da der bezeichnete Ausdruck fiir das ent-
sprechende Abstandsverhéltnis gilt. Nach dieser Gleichung
ist der bezogene Widerstandsbeiwert fiir das quer angestromte

SIS,

Verhdltmis der Widerstandsbemerte cje
S

0 40

(23);
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Kugelpaar berechnet und in Bild 7 eingezeichnet. Die Werte
liegen innerhalb des Streubereiches der MeBwerte. Der groBte
relative Fehler in bezug auf die MeBwertkurve betrigt
3,59 bei 6 = 1. Gl. (23) wurde auBlerdem bei der Auswertung
der Sinkversuche von Kugeln im FlieBbett verwendet [11], wo-
bei gute Ubereinstimmung mit den Experimenten gefunden
wurde.

Bild 9 zeigt eine experimentelle Funktion fiir den mittleren
bezogenen Widerstandsbeiwert ¢’/c von mehreren Kugeln, die in
Stréomungsrichtung hintereinander liegen. Fiir diese Kurve
wurde folgende empirische Gleichung aufgestellt, deren Werte
in Bild 9 eingezeichnet sind:

1
1+ 1In[1 + (2 - 0,34) 0.66]

c/
c_

(24).
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Zabhl der Stirkugein z'
Bild 9. Der bezogene Widerstandsbeiwert von Kugeln, die in
Stromungsrichtung hintereinander liegen.
dgx = 12,7 mm

Weitere MeBergebnisse von Rowe und Henwood beziehen sich
auf den mittleren Widerstandsbeiwert von Kugeln in einer
Kugelpackung. In einer rhombischen Kugelpackung steigt der
bezogene Widerstandsbeiwert ¢’/c mit wachsender Zahl der quer
zur Stromungsrichtung liegenden Kugelschichten bis zu einer
Dicke von vier iibereinanderliegenden Schichten an und pendelt
sich dann mit wachsender Schichtzahl auf einen konstanten Wert
von etwa 65 ein, Bild 10. Fiir eine rhombische Kugelpackung
groBer Ausdehnung, fiir die sich das spezifische Hohlraumvolu-
men theoretisch zu ¢ = 0,39 berechnen lat [11], ist der bezogene
mittlere Widerstandsbeiwert demnach

’

c
= 65
c

(25).

Das spezifische Hohlraumvolumen von ¢ = 0,39 entspricht dem
mittleren & einer Kugelschiittung. Gl. (25) bietet deshalb die
Moglichkeit, den Druckverlust in Schiittschichten zu berechnen,
was im nichsten Abschnitt durchgefiihrt wird.
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Bild 10. Der bezogene Widerstandsbeiwert von Kugeln in einem
Kugelschwarm in Abhingigkeit von den in Stromungsrichtung
iibereinander liegenden Kugelschichten.
dg = 12,7 mm

0 8 n
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Widerstandsbeiwerte zur Berechnung des
Druckverlustes in Schiittschichten

Fiir die Berechnung von Problemen der Trocknung und Be-
liftung landwirtschaftlicher Erntegiiter sowie fiir die Berech-
nung von FlieBbettsystemen, die bei der Aufbereitung land-
wirtschaftlicher Produkte angewendet werden [12], ist die Kennt-
nis des Stromungswiderstandes bzw. des Druckverlusts von
Schiittschichten erforderlich. Uber diesen Druckabfall in Schiitt-
schichten sind umfangreiche Untersuchungen durchgefiihrt und
zahlreiche Ansétze verdffentlicht worden. Barth [13], Brotz [14]
und Maithies [1] geben eine Ubersicht der Arbeiten aus fritheren
Jahren. Weitere Untersuchungen sind von Barth [15] und Ergun
[16 bis 18] durchgefiihrt.

Nahezu alle Gleichungen iiber den Druckverlust in Schiitt-
schichten haben die gleiche Grundform:

0s v
dy

darin ist ¢ ein Widerstandsbeiwert und K eine Funktion, die vor
allem durch das spezifische Hohlraumvolumen und durch weitere
Kenngroflen der Schiittung, wie z. B. Kornform, Kornlage und
Oberflichenbeschaffenheit bestimmt wird.

Einen vom laminaren bis zum turbulenten Strémungsbereich

giiltigen Ansatz fiir den Druckverlust hat Ergun aufgestellt.
Danach ist

(26);

0s v§ l—¢
dFl 83

Diese Gleichung wird heute in der Verfahrenstechnik bei der
Berechnung von Stromungsvorgéingen in Schiittschichten und
FlieBbetten hiufig angewendet. Nach Auswertung zahlreicher
Versuche gibt Ergun fir den Widerstandsbeiwert u folgende
Néherungsgleichung an:

Ap=vyH

@7).

1—e¢
Y= 150? + 1,75 (28);
vs d
hier ist Re = S+IQS zu setzen.
S

vs ist die auf den feststoffreien Stromungsquerschnitt bezogene
Geschwindigkeit des Stromungsmediums. Die KorngroBe dy;
ist definiert als das 6fache Verhiltnis von Kornvolumen Vg zur
Kornoberfliche 0r. Es ergibt sich
Ve
dyp1 =6 —— (29).
Or
Fiir Kugelschiittungen gleicher KorngroBe wird die KorngroBe
dy1 gleich dem Kugeldurchmesser dx.

Nach Carman [19 bis 21] liBt sich der Druckverlust in
Schiittschichten aus dem Hagen- Poiseuilleschen Gesetz ableiten.
Danach ist .
1—¢

Ap:@K'Qs’UEO'H 3
&

(30);

darin ist @ der Widerstandsbeiwert, K’ eine Konstante, die die
Kriimmung der Strémungskanéle beriicksichtigt und 0/ = 0g/Vy

2102 s T T [ T |

LN 1 | I
£
N EEE
£ NNLZ T ]
% v \Ji%) I

e néleichung (28) | N\ o
e

N
S
=l
| ' ’ I T
700 ’
g w v’ ot

?
Re/(1-¢)=Re'
Bild 11. Die Abhingigkeit der Widerstandsbeiwerte aus den

Druckverlustgleichungen fiir Schiittschichten von der bezogenen
Reynoldsschen Zahl.
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die volumenbezogene spezifische Oberfliche des Feststoffes. Fiir
das Produkt @K’ = f(Re/(1 — ¢)) wird eine experimentell er-
mittelte Kurve angegeben, die nach den eingezeichneten Mef-
punkten einen Streubereich von 339, hat [21]. Fiihrt man in
Gl. (30) die Korngrofe nach der Definitionsgleichung (29) ein,
so ergibt sich die Ergunsche Gleichungsform (27):

g5 (1—¢)

Ap=60D K H
&3

(31).

dr1
Das Produkt 6 @ K’ = @’ entspricht dem Beiwert y von Ergun
und ist in Bild 11 nach der experimentellen Funktion [19] in
Abhiéingigkeit von Re/(1 — ¢) aufgetragen. Zum Vergleich ist
die Funktion von Ergun nach Gl. (28) eingezeichnet, die im
Bereich Re < 103 kleinere Werte als die Kurve von Carman hat.

Fiir die Kurve von Carman ist durch die Berechnung auf dem
Analogrechner folgende Gl. (32) ermittelt worden, die die gleiche
Form der Gl. (28) hat und in Bild 11 mit eingezeichnet ist:

1—e¢

Re
Der grofte relative Fehler F dieser Gleichung zum Mittelwert der
experimentellen Funktion im Bereich 1 < Re/(1 — &) < 2000

liegt bei 119, und betridgt damit nur etwa 14 des Streubereiches
der einzelnen MeBwerte.

D' = 202

+1,7 (32).

Fiir landwirtschaftliche Erntegiiter bereitet die Bestimmung
der Korngrole dp; Schwierigkeiten. Matthies [1] hat fiir die
Durchstromung landwirtschaftlicher Erntegiiter folgende Druck-
verlustgleichung abgeleitet:

1 H stg
AP—CKSk—;r A

vs ist die gleiche auf den freien Stromungsquerschnitt bezogene
Geschwindigkeit wie in Gl. (27). Die KorngroBe dyps dagegen
wird in GIL. (33) als Durchmesser der Kugel definiert, die das
gleiche Volumen hat wie das jeweils betrachtete Feststoff-

teilchen. Es ist
2 /6 Vs
dpi = (34).
n

(33);
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Bild 12. Die Widerstandsbeiwerte von Kugelschiittung und
landwirtschaftlichen Erntegiitern.

Ausgezogene Kurven (a bis n): gereinigte Erntegiiter
Gestrichelte Kurven a, b, ¢ und n: ungereinigte Erntegiiter
a Gerste, b Roggen, ¢ Hafer, d Mais, e Weizen, f Kleesamen, g Speisebohnen,
h Rapssamen, i Erbsen und Wicken, k, Kartoffeln, 1 Zuckerriiben, m Mohrriiben,
n Futterriiben.

Die KorngroBe nach Gl. (34) ist fiir landwirtschaftliche Ernte-
giiter einfacher zu ermitteln. Der Widerstandsbeiwert (kg gilt
fiir Kugelschiittungen und ist eine experimentell ermittelte
Funktion [1]. Der Wert k ist eine Stoffkonstante, durch die die
Kornform, Kornverteilung und Oberflichenbeschaffenheit des
Feststoffes beriicksichtigt wird und die fiir jeden von der Kugel-
gestalt abweichenden kornigen Feststoff experimentell zu be-
stimmen ist. Das Produkt k (kg ergibt den Widerstandsbeiwert
fiir das jeweilige Schiittgut. Bild 12 zeigt den Verlauf des Wider-
standsbeiwertes (kg fir Kugelschiittungen (k = 1) und den
Beiwert k (xs fiir den Druckverlust bei der Durchstrémung
landwirtschaftlicher Erntegiiter als Funktion von Re nach
Matthies [1]. Die Stoffkonstanten k sind noch einmal in Tafel 2
zusammengefalt. Als Niherungsfunktion fiir (kg gibt Matthies
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verschiedene Ersatzgeraden mit der allgemeinen Gleichung
txs = CoRe™ (35)

an, die aber nur in einem sehr begrenzten Bereich eine gute
Niaherung zur wahren Funktion (ks = f(Re) geben.

Durch Berechnung auf dem Analogrechner sind auch fiir den
Widerstandsbeiwert (xg fiir Kugelschiittungen Néaherungs-
gleichungen in der allgemeinen Form der Gl. (11) und (16) er-
mittelt worden, die fiir den ganzen Ubergangsbereich 1 < Re <
3 - 103 gelten und die die oben beschriebene Voraussetzung der
geschlossenen Integrierbarkeit erfiillen. Die Gleichungen mit den
ermittelten Koeffizienten lauten:

¢ s 0,8
Ks—m-i- 5

(36),
i 31,72 i 4,31 10,644 (37)
KS = Re ‘VRe s .

Tafel 2. Die Stoffkonstante k£ fiir landwirtschaftliche Ernte-
friichte nach Matthies [1].

Art des:Gutes Stoﬁ"ko]:wtante
Erbsen 1,05
Wicken 1,05
Rapssamen 1,2
Bohnen 1,4
Kartoffeln, feldsortiert 1,4
Kleesamen 1,7
Weizen, rein 1,8
Weizen, ungereinigt

(Méihdrescher-Getreide) 3,0
Roggen, rein 2,7
Roggen, ungereinigt 44
(Méhdrescher-Getreide)

Sommergerste, rein 2,7
Wintergerste, ungereinigt 44
(Méhdrescher-Getreide)

Mais mit viel Bruchkorn 3,2
Zuckerriiben 3,3
Mohrriiben 3,5
Futterriiben mit Erdkrusten 3,7
Hafer, rein 3,8

Diese Funktionen sind in Bild 12 eingezeichnet. Bild 13 zeigt
wiederum den relativen Fehler F' der Gl. (36) und (37) in bezug
auf die gemessene Funktion (ks = f(Re). Danach stellt die
Gl. (37) im Bereich 3 < Re < 2 - 103 eine sehr gute Ndherung
dar. Der maximale Fehler betréigt bei Re = 3 und Re = 2 - 103
jeweils nur 5,5%,. Im Bereich 5 < Re < 103 ist der Fehler nicht
groBer als +2,59. Diese Abweichungen liegen innerhalb des
Streubereiches der MeBwerte fiir die Kurve (xs = f(Re). GIl.
(36) hat etwas groBere relative Fehler F als Gl. (37), bleibt aber
im ganzen Bereich 1 < Re < 2 - 103innerhalb einer Fehlergrenze
von -+ 109%,. Im Gegensatz zum Widerstandsbeiwert der Einzel-
kugel, bei dem die einfachere Gleichungsform (11) nur fiir be-
grenzte Bereiche gilt, Bild 4, gibt diese Gleichungsform (36) fiir
den Widerstandsbeiwert von Kugelschiittungen im ganzen
Ubergangsbereich eine gute Niherung zur wahren Funktion
Cxs = f(Re). Der auftretende maximale Fehlerbereich von
4109, bei Re = 50 und Re = 2 - 103 liegt im Grenzbereich der
Streuung der EinzelmeBwerte. Da die Widerstandsbeiwerte zur
Berechnung des Druckverlustes landwirtschaftlicher Erntegiiter
nach Bild 12 fast alle in einem Bereich der Reynoldszahl 3 < Re:
< 2-103 liegen, geben Gl. (36) und (37) befriedigende theo-
retische Werte fiir den Widerstandsbeiwert (ks und konnen in
Verbindung mit der Stoffkonstanten k zur Berechnung des
Druckverlustes bei der Durchstromung landwirtschaftlicher Pro-
dukte herangezogen werden. Die MeB3genauigkeit fiir die Kurven
k lxs = f(Re) liegen bei etwa 8%, so dal} eine theoretische
Niherung mit dem gleichen maximalen Streubereich ausreichend
erscheint.

Da sowohl Gl. (27) und (30) wie auch Gl. (33) fiir den Druck-
verlust verschiedener Schiittgiiter Giiltigkeit haben sollen,
erhebt sich die Frage, inwieweit alle drei Gleichungen fiir gleiche
Verhiltnisse zur Ubereinstimmung gebracht werden kénnen. Fiir
Feststoffkérnungen mit Kornformen, die von der Kugelgestalt

Grundl. Landtechn. Bd.17 (1967) Nr.4

abweichen, besteht die Schwierigkeit, dal die KorngroBen dp
verschieden definiert sind. Fiir Kugelschiittungen dagegen wird

(38),

wobei dg der mittlere Kugeldurchmesser ist. Ferner wird in
Gl. (33) k = 1. Fiir Kugelschiittungen und gleiche Stromungs-
bedingungen muf} der Druckverlust von Gl. (27), Gl. (31) und
Gl. (33) theoretisch denselben Wert ergeben. Durch Gleich-
setzen ergibt sich aus den genannten Gleichungen

l1—e¢ 1—e¢ 1

=05 = 3 =?CKSF

dp1 = drs = dx

(39).

Fiir Kugelschiittungen annidhernd gleicher Korngrofie ergibt
sich ein mittleres spezifisches Hohlraumvolumen von ¢ = 0,39
[11]. Damit wird

(s = 0,476 y = 0,476 D’ (40).

Wird y nach Gl. (28) und @’ nach Gl. (32) mit ¢ = 0,39 eingesetzt,
so ergeben sich zwei weitere Bestimmungsgleichungen fiir den
Widerstandsbeiwert (ks :

0,476 i 0,83 41

(s = 0,476 y = Re 4 0, (41),
58,65

Ixs = 0476 0" = —— + 0,81 (42).

Gl. (41), die aus der Druckverlustgleichung von Ergun ab-
geleitet ist, hat nahezu den gleichen Verlauf wie die Funktion
nach der empirischen Gl. (36), die eine gute Naherung der Wider-
standsfunktion fiir Kugelschiittungen nach Matthies darstellt,
Bild 12 und 13. Dies besagt, daf die Druckverlustgleichungen von
Matthies und Ergun bei entsprechender Umrechnung der Wider-
standsbeiwerte fiir Kugelschiittungen die gleiche Form haben
und im Ubergangsbereich 2 < Re < 2000 iibereinstimmen.

B
AT @
% nl— n6leichung (36) | | | L
+ ,— il L =TT
;E) {// ~ 1‘ | | | w‘
S ppl—TL
T | il L]
n° v’ 0? 0’ i
Re

Bild 13. Der relative Fehler der Gln. (36) und (37) fiir die Wider-
standsbeiwerte von Kugelschiittungen in Abhéngigkeit von der
Reynoldsschen Zahl.

Die Ubereinstimmung mit der Carman-Gleichung ist dagegen
nicht so gut. In Bild 14 sind die auf die experimentelle Funktion
bezogenen relativen Fehler der Gl. (41) und (42) sowie derjenige
Fehler, der bei Verwendung der experimentellen @’-Werte
nach Carman entsteht, Kurve a, eingetragen. Die Fehlerkurven
von Gl. (36) in Bild 13 und Gl. (41) in Bild 14 sind nahezu identisch
und bleiben im Bereich 1 << Re < 2000 innerhalb des Streu-
bereiches. Der aus der Carman-Gleichung umgerechnete Wider-
standsbeiwert (ks nach Gl. (42) liefert nur im Bereich 50 < Re
< 2000 Werte innerhalb eines Fehlerbereiches von <+ 139%,.
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Bild 14. Der relative Fehler der Gln. (41), (42) und (49) fiir die
Widerstandsbeiwerte von Kugelschiittungen in Abhéngigkeit
von der Reynoldszahl.
Bei Kurve @ wurden in G1.(40) die experimentellen ¢’-Werte (Bild 11) verwendet.

Im folgenden soll nun gepriift werden, inwieweit der in G1. (25)
angegebene Widerstandsbeiwert einer rhombischen Kugel-
packung zur Berechnung des Druckverlustes in Schiittschichten
herangezogen werden kann. Im senkrechten Stromungsfeld befin-
det sich ein Einzelkorn in stationdrem Zustand, wenn der Wider-
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stand gleich dem um den Auftrieb verminderten Gewicht des
Kornes ist. Das gleiche gilt fiir das Einzelkorn in einer durch-
stromten Schiittung im Zustand der beginnenden Fluidisierung
am Lockerungspunkt. Da Gewicht und Auftrieb sich bei gleichem
Stréomungszustand nicht verindern, kann man die Widerstinde
des Einzelkornes und des Kornes in der Schiittung im statio-
niren Zustand gleichsetzen. Es wird

c—g2§- Fgvi, = ¢ %
dabei ist vk s die stationdre Endgeschwindigkeit des Einzelkornes
in der Stromung und vy, die Lockerungsgeschwindigkeit der
Schiittung. Das mittlere spezifische Hohlraumvolumen einer
Kugelschiittung am Lockerungspunkt ist e, = 0,39 [11], was
dem theoretischen spezifischen Hohlraumvolumen der rhom-
bischen Kugelpackung entspricht. Setzt man nun auch fiir den
Widerstandsbeiwert des Einzelkornes in der Schiittung die ent-
sprechenden Werte nach Gl. (25) ein, so wird

2

0 e
T = 65 (44).

Fsof, (43);

Die Lockerungsgeschwindigkeit berechnet sich aus der Bedin-
gung, dafl am Lockerungspunkt die Druckverluste der Schiitt-
schicht und des FlieBbettes gleich sind [6]. Mit dem Druckverlust
fiir das FlieBbett

Ap=(1—¢) (or —0s) g H (45)
und der Gl. (27) von Ergun ergibt sich fiir Kugelschiittungen
1 or —os
2=————¢3d 46).
e (46)

Die stationidre Sinkgeschwindigkeit der Einzelkugel vk g ergibt
sich aus der Bewegungsgleichung (1) mit m dvg/dt = 0 und
Ur = VK

: 4 or —0s
Vg = ———
KS 3c 0s
Setzt man Gl. (46) und (47) in Gl. (44) ein, so wird mit ¢ = 0,39
fiir die Kugelschiittung

gdx (47).

y=289¢ (48).
Mit Gl. (40) und (17) ergibt sich
28,72 8,25
(xs = 0,476 y = ¥ T + V—Rb— + 0,384 (49).

Nach dieser Gleichung ist der Widerstandsbeiwert und der rela-
tive Fehler in bezug auf die experimentell ermittelte Funktion
{xs = f(Re) berechnet. Die Fehlerkurve, die in Bild 14 ein-
gezeichnet ist, zeigt, daBl Gl. (49) nur im Bereich 1 < Re < 500
Widerstandsbeiwerte innerhalb eines Toleranzbereiches + 12,59,
liefert. G1. (49), die aus dem mittleren Widerstandsbeiwert der
Einzelkugel in einer Kugelpackung abgeleitet ist, zeigt, daf die
oben beschriebenen Funktionen von Rowe und Henwood mit den
experimentellen und empirischen Funktionen fiir die Kugel-
schiittung in dem begrenzten Bereich bis Re = 500 innerhalb
einer gewissen Toleranzgrenze, die etwa dem MeBfehler entspricht,
in Ubereinstimmung gebracht werden konnen.

Zusammenfassung

Fiir verschiedene aus dem Schrifttum bekannte Funktionen
von Widerstandsbeiwerten, die meist experimentell ermittelt
worden sind, werden mit Hilfe eines Analogrechners empirische
Niaherungsgleichungen berechnet. Diese Gleichungen haben
gegeniiber einigen schon bekannten Naherungsgleichungen, bei
denen gebrochene Exponenten von Re auftreten, den Vorteil,
dafl sie in Verbindung mit Bewegungsgleichungen geschlossen
integrierbar sind. AuBerdem haben sie im Ubergangsgebiet
zwischen laminarem und turbulentem Stromungszustand einen
groBeren Giiltigkeitsbereich. Die Funktion des Widerstands-
beiwertes von Einzelkugeln wird im laminaren Bereich durch
das Stokessche Gesetz und im turbulenten Bereich in erster
Niherung durch einen konstanten Wert beschrieben. Fiir den
Ubergangsbereich werden Gleichungen angegeben, die  der
gestellten Forderung nach geschlossener Integrierbarkeit geniigen
und die in bezug auf die MeBwertkurve Werte liefern, deren
relative Fehler innerhalb der MeBwertstreuung liegen. Weiterhin
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lassen sich nach gemessenen Kurven Gleichungen fiir die bezo-
genen Widerstandsbeiwerte von Kugeln angeben, die sich im
Kugelschwarm gegenseitig beeinflussen. Ausgehend von dem quer
angestromten Kugelpaar, wird der bezogene Widerstandsbeiwert
von Kugeln in einem quer zur Strémungsrichtung liegenden
Kugelschwarm ermittelt. Ferner kénnen Gleichungen fiir die
Widerstandsbeiwerte von in Stromungsrichtung hintereinander-
liegenden Kugeln und von Kugeln in einem regelmiBigen Kugel-
haufen angegeben werden. Im letzten Abschnitt werden ver-
schiedene Druckverlustgleichungen fiir die Durchstrémung von
Schiittungen miteinander verglichen. Fiir die entsprechenden
Widerstandsbeiwerte sind wiederum empirische Gleichungen
hoher Genauigkeit mit groBem Giiltigkeitsbereich ermittelt
worden. Trotz der unterschiedlichen Form der Druckverlust-
gleichungen verschiedener Autoren ist es moglich, die Glei-
chungen bei entsprechender Umrechnung fiir Kugelschiittungen
im untersuchten Bereich in Ubereinstimmung zu bringen.
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