Als wichtigstes Ergebnis ist die grafische Darstel- %-"70 % T
lung der Abweichungswerte in Abhiingigkeit von der & 9 I /',"
Arbeitsbreite anzusehen, Bild 4. Der Kurvenverlauf §2 if 4 it

3 I % — Teil = Jis
zeigt, welche Toleranzen der Arbeitsbreite beim An- 8§ F:‘JJ“) VLL‘L e U”ﬁ;gm //;'
schluBfahren tragbarsind, ohne daB die Abweichungs- .24, —~< ¥ / //
werte ein zuldssiges MaB (z.B. s < 209) iiberschreiten. §, :, w0 el It
Dieser Kurvenverlauf ist fiir einen Streuer charakte- & § RN A
ristisch und, wie eine Vielzahl von Versuchen be- 0 PR N NN i 50
stitigt, fir alle Diingerarten &hnlich. ’ SR WAL 7/

: ; < 2

Daher bedienen sich sowohl Hersteller von Verteilgeriten als Bllddrs' .Sthrelflx(taglzailnm uqd L ‘\\\Q\ //Z;-
auch die Dungerindustrie héufig dieser modernen Anlage, einer- glll)ail a,t'lsc ©OwWeIcAUng ¢ 10 = & R 40

. . ; angigkeit von der gewdhl- 3§ L
seits zur Funktionsuntersuchung und Verbesserung der Maschine, 1 A/ o2 oo 5 U0 O hie- § 5
andererseits zur Priifung der Streufihigkeit neuer Mineraldiin- denen Teilungen. §_
gerprodukte.

EinfluB der Teilung auf den Aussagewert
In welchem MaBle die Abweichungswerte differieren konnen, 02'

wenn verschiedene Teilungen der Berechnung zugrunde gelegt
werden, wird fiir einen Streuversuch mit feinkérnigem Streugut
dargelegt, Bild 5. Die Abweichungskurven fiir die Teilungen 10,
20, 30 und 40 cm haben an derselben Stelle (bei b = 3,6 m) ein
Minimum, lediglich die Kurve fiir die Teilung 50 cm zeigt ein
abweichendes Bild, da das Minimum bei b = 4,0 m liegt.

Die unterschiedlichen Ergebnisse in Abhéngigkeit von der ge-
wihlten Teilung mogen fiir die Praxis von untergeordneter Be-
deutung sein. Selbst fiir Maschinenprifungen, wie sie die DLG-
Prifstelle in Braunschweig-Volkenrode durchfithrt, ist eine Tei-
lung der Streubreite in 50 cm bei der MeBwertaufnahme noch
gerechtfertigt. Sollen aber die Einfliisse von verdnderten Kon-
stralctionsdetails einer Verteilmaschine oder die Streubildver-
dnderung bei einem geéinderten KorngroBenspektrum des Ver-
teilgutes untersucht werden, so ist eine moglichst kleine Teilung
notwendig.

DK 518.5:624.131

8 32 36 40m 44
Zusammenfassung gewidhlte Arbeifsbreife b
Es wurde ein Versuchsstand fir die Aufnahme von Vertei-
lungsbildern senkrecht zur Fahrtrichtung fir Breitverteilgerite,
die Flussigkeiten oder Feststoffe ausbringen, beschrieben. Die
Auswertung der Versuche ist durch den Einsatz hochwertiger
MeBgeriite und durch die programmierte Auswertung weitgehend
rationalisiert. Damit sind Versuchsserien ohne grolen Zeitauf-
wand durchfiihrbar, die eine gesicherte Aussage iiber die Funk-
tionsféhigkeit einer Maschine zulassen.
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Die mathematische Ableitung der Ausgleichsgeraden
mit einem Beispiel aus der Bodenmechanik

Von Rolf Ahlers, Braunschweig-Volkenrode

Aus den Arbeiten des Instituts fiir Landmaschinenforschung der Forschungsanstalt fiir Landwirtschaft Braunschweig-Vélkenrode

Bei Versuchen wird vielfach der mehr oder weniger breite Streu-
bereich einer abhingigen Mefigrofle durch eine durch den Punkt-
haufen der Mefwerte gelegte Kurve veranschaulicht bzw. ersetzt.
Soll die Kurve als Grundlage fiir weitere Berechnungen dienen,
so sind die Parameter des gewdhlten Kurventyps in einer Aus-
gleichsrechnung so zu bestimmen, daf die S e der Abweichungs-
quadrate ein Minimum wird. Die behandelte Ableitung des all-
gemeinen Falles einer Ausgleichsgeraden st gekennzeichnet
durch die beliebige Richtung der Abweichung der Mefpunkte
von der Ausgleichsgeraden. Aus versuchstechnischen Griinden kann
eine bestimmte Richtung vorgegeben sein. In Sonderfdllen, bes
denen die Abweichung in Richtung einer Koordinate bzw. senk-
recht zur Ausgleichsgeraden wverliuft, vereinfacht sich die all-
gemeine Ableitung. In einem Zahlenbeispiel wird fiir die Mefwerte
eines bodenmechanischen Versuchs die Ausgleichsgerade berechnet,
bei der die Abweichung gleichmdfig in beide Koordinatenrichtungen
aufgetedlt ist.

Die Darstellung von Versuchsergebnissen in Diagrammform
macht diese anschaulicher und laBt die Abhidngigkeit der ver-
anderlichen GroBen besser erkennen. Vielfach ist es erforderlich,
die MefBgroBen mit theoretisch gewonnenen Werten zu ver-

Ing. (grad.) Rolf Ahlers ist technischer Mitarbeiter im Institut fiir
Landmaschinenforschung ( Direktor: Prof. Dr.-Ing. Wolfg. Baader)
der Forschungsanstalt fiir Landwirtschaft Braunschwerg-V olkenrode.
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gleichen.” Infolge zahlreicher versuchs- und meBtechnisch be-
dingter Fehlerquellen oder auch unbekannter Einfliisse stimmen
die Versuchsergebnisse in der Regel nicht mit den theoretischen
Werten uberein; die MeBpunkte liegen in einem mehr oder
weniger breiten Streubereich und bilden einen sogenannten
Punkthaufen. Vielfach geniigt es, durch diesen Punkthaufen
eine Ausgleichslinie nach visueller Beurteilung zu legen. Eine
rechnerische und deshalb genauere Bestimmung der Ausgleichs-
linie wird notig, wenn sie zum Beispiel als EingangsgroBe fiir
weitere Berechnungen benutzt werden soll.

Als einfachster Fall soll hier auf den linearen Zusammen-
hang zweier Verdnderlicher eingegangen werden. Die in der Aus-
gleichsrechnung zum Standard gewordene ,,Methode der
kleinsten Quadrate“ (besser: ,,Methode der kleinsten Fehler-
quadratsumme‘‘) nach Gauf wird hierbei als Anndherungskri-
terium verwendet.

Fehlerabweichungen von der Ausgleichsgeraden

Mit der ,,Methode der kleinsten Quadrate erfolgt die Be-
stimmung der Ausgleichsgeraden, indem die Summe der Quadrate
der Abweichungen A; minimiert wird:

N
z A? = Minimum?) (1).
=1
1) Die Bedeutung der Formelzeichen und Begriffe siehe ,,Verwendete Formel-
zeichen‘‘,
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Bevor nach dieser Gleichung gerechnet werden kann, muB
entschieden werden, in welcher Richtung die Abweichung zu
messen ist. Es lassen sich folgende fiinf Félle aufzeigen:

I. Die Abszissenwerte sind genau und die Ordinatenwerte sind
fehlerhaft.

Beispiel : Die wihrend des Versuches unverénderliche Maschineneinstellung in
Rasten (= genau) und die Ablesung (= fehlerhaft).

II. Die Ordinatenwerte sind genau und die Abszissenwerte sind
fehlerhaft.

Beispiel wie unter I.

III. Die Abszissen- und die Ordinatenwerte sind fehlerhaft,
wobei das Fehlerverhiltnis nicht angegeben werden kann.
Beispiel: zwei Ablesungen (= fehlerhaft).

IV. Die Abszissen- und die Ordinatenwerte sind in gleichem MaBe
fehlerhaft.

Beispiel: Zwei Ablesungen, bei denen die MeBgréfen im ganzen Skalenbereich
des Anzeigeinstrumentes auftreten.

V. Die Abszissen- und die Ordinatenwerte sind fehlerhaft, wobei
das Fehlerverhiltnis angegeben werden kann.

Beispiel: Zwei Ablesungen, bei denen die eine MeBgriBe nur in einem Teil, die
andere im gesamten Skalenbereich des Anzeigeinstrumentes auftritt und
somit die erste Ablesung ungenauer als die zweite ist.

Zur Erliuterung des Unterschiedes zwischen den fiinf Fillen
diene Bild 1 mit den Abweichungen Ap bis Ay, dargestellt fiir
einen Punkt P;. Die Fille I, II und II1 sind bereits im Schrifttum
behandelt worden [1 bis 4].

z Rl b
%P A Bild 1. Der MeBpunkt
A A : P; und die Aus-
T 2 Ausqiechoomk gleichsgerade mit den
zu  minimierenden
7 Abweichungen.
d
Aps® Ja
% z

Das allgemeine Ausgleichskriterium

Ist fir einen Punkthaufen die Ausgleichsgerade beispiels-
weise fiir den Fall I berechnet, so ergibt sich fir den Punkt P;
infolge y = fi(x) ein Funktionswert §; = fi(x;), Bild 2. Der
Punkt P; wurde auf einer senkrechten Geraden, der Verschie-
bungsgeraden, um A; verschoben, bis er .bei Ui = fr(x;) die
Ausgleichsgerade traf.

Y ‘ Verschiebungsgerade
Y A Bild 2. Der MeB-
. 4 punkt P; und die
Y (% 5 Ausgleichsgerade  Verschiebungsge-
y-fi(x rade fiir den Fall
1.
% z

1

Dieses Verfahren soll verallgemeinert werden. Die Steigung m
der Verschiebungsgeraden ist der kennzeichnende Unterschied
zwischen den obengenannten fiinf Féllen. Der Wert fiir m gibt
an, in welchem Verhiltnis die Abweichung 4; auf die beiden
Koordinatenrichtungen aufgeteilt wird:

Py Pz

m= bzw. =,
Pz S Py
mit:Ai2 = %2: + (p:.

In Tafel 1 ist die Zuordnung von m zu den einzelnen Fillen
aufgezeigt. Wie ersichtlich ist, erfa8t Fall V durch Einfiihrung
eines Festwertes fiir m die Fille I bis IV und ist damit der all-
gemeine Fall, fir den hier die Ableitung der Ausgleichsgeraden
vorgelegt wird.

Werden in einem Punkthaufen die Verschiebungsgeraden fiir
einen der finf Fille eingezeichnet, so ist das Ergebnis eine
Schar paralleler Geraden mit der Steigung m, wobei jeder MeB-
punkt auf einer solchen Geraden liegt. Fiir den Punkt P; ergibt
sich Bild 3.
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Tafel 1. Lage und Steigung der Verschiebungsgeraden fiir die
verschiedenen Ausgleichsfille.

Verschieb: d
Fall Abweichung B e
Lage Steigung
1 Fehler in Ordinaten- senkrecht zur 1/m =0
richtung Abszisse -
4= gy = o1 PR
II Fehler in Abszissen- senkrecht zur m=0
richtung Ordinate
4i = @z = ¢n
IIT | ¢z und @y sind senkrecht zur m=—1/[b
unbekannt Ausgleichsgeraden
lassen sich nachtriglich
berechnen
IV | gleicher Fehler in parallel zur m=1
Richtung der beiden Winkelhalbierenden
Ordinaten @z = @y des ersten und
dritten Quadranten
v @z und @y sind bekannt| allgemein m = gy[pz
4= 9% + oy = 4] —o=m< + ©
y / Verschiebungsgerade
F—mit der Stegung m
Yi R " ; :
4; Bild 3. Die Abwei-
s/ | ———"  chung 4; des Me8-
Y Aﬂv‘ﬂ/e/%”fyff”df punktes von der Aus-
/ il gleichsgeraden  mit
/ der Verschiebungs-
geraden in allgemei-
ner Lage.
E xg z

Fiir die Abweichung A; kann entsprechend Gl. (1) aus den
geometrischen Beziehungen folgende Gleichung abgelesen
werden2):

T A2 =3 [(2 — 25)2 + (91 — ys)?] (2)-

Die Koordinaten des Punktes S sind als Schnittpunkt der
Ausgleichsgeraden

y=a-+bx (3)
und der Verschiebungsgeraden
y=mz—mz;+ Y 4)

bestimmt. Aus den GIn. (3) und (4) folgt gleichgesetzt und wieder
eingesetzt:

Yi —mx; — a
b—m

Yyi—mx; —a

B und  ys=m —mx;+ Yi.

b—m

2) Die Grenzen der Summe werden im folgenden zwecks vereinfachter Schreib-
weise weggelassen.

Verwendete Formelzeichen

a Ordinatenabschnitt der Ausgleichsgeraden

b Steigungsmalf} der Ausgleichsgeraden

c Kohision

m Steigungsmaf der Verschiebungsgeraden

N Anzahl der MeBpunkte

P; (3, yi)-MeBpunkt

r; = @; — 8; Radius des Mohrschen Spannungskreises

8§ linker Abszissenabschnitt des Mohrschen
Spannungskreises

S (s, ys)-Schnittpunkt von Ausgleichs- und
Verschiebungsgeraden

s mittl. quadratische Abweichung der MeBpunkte
von der Ausgleichsgeraden (Standardabweichung)

; = g ;;% } Koordinaten des Schwerpunktes des Punkthaufens

Ji Funktionswert nach erfolgter Ausgleichsrechnung

A; Abweichung der MeBpunkte P; von
der Ausgleichsgeraden

Ar )k Abweichung der MeBpunkte P;
von der Ausgleichsgeraden im Falle I bis V

Qz,y Fehler in Abszissen- bzw. Ordinatenrichtung

0 Winkel der inneren Reibung

01,2,3 Hauptspannungen

T Scherspannung
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Eingefiihrt in Gl. (2)

ZAZ Z(l+m2) (b — yi + a)? ).

b — m)2

ergibt sich umgeformt:

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Variablen @ und b
ergeben sich aus den Berechnungen:

Diese beiden Gleichungen sind gleichbedeutend, aber im In-
teresse des Rechnens mit moglichst kleinen Zahlen sollten die
Grenzen

1
—l<m< +1furGL (7a) bzw. —1 <ﬁ< + 1 fir GL. (7b)
eingehalten werden.

Sonderfille

0 6]
P Z47=0 und 3 Z47=0. Die Bestimmungsgleichung (6) fiir @ gilt in gleicher Form fiir
alle Fille I bis V; vereinfachte Schreibweisen der Bestimmungs-
° 5 A2 — I+m?) 20—y +a)] 0 gleichung (7) fiir b lassen sich angeben. Beispielsweise werden
Sa i (b —m)2 i fiir Fall I mit 1/m = 0 in Gl. (7b) bzw. mit m = 0 in Gl. (7a)
einfachere Ausdriicke gewonnen, die im Schrifttum nachzulesen
=Z0bu—y+a sind [2; 4].
1 Fiir den Fall IIT ist neben @ und b auch m variabel; in den
SN (Zy —bZa) (62),  anderen Fillen wird m im voraus bestimmt und geht als Kon-
stante in die Rechnung ein.
a=ly — b8 (6D). Die Bedingungsgleichung fiir m lautet:
0 (1 +m?) (b—m)* 2 (b — yi +a) @i d
e 2 _ = — 2 _
& =4 Z[ (b — m)t Tk
14 m2 (bay—ys + a2 (b—m)] _ s
o (b — m)4 i om "~
—m)22m— 2 S L 2
0 =[x —yi+a) g —ma — )] =Z[["’ Rl m o fRem
0=b(2xiyi—m2xi2)+a(22yi—b2xi—m2xi——N¢z)— oL
=bm
—Zy; + mE iy Y
Durch Einsetzen von Gl. (6a) ergibt sich umgeformt: S ®).
mExSyi— NZaiyl— [(Syi)2— N yiz Die Verscl}iebungsgerade steht auf der .Ausgleichsgeraden
— > 5 - (7a), senkrecht; die Abweichung A; = Ay entspricht der kiirzesten
m[Ex) — NZaj]— [ZaiZyi — NIy Entfernung des Punktes P; zur Ausgleichsgeraden. Die Summe
xSy — NExiyl —lm[(Sy)?2—NZ Y2 2] der Abweichungsqu"adrate Z yi| % Wll‘d. zu eine‘a‘m absoll.lten Mini-
= = (7b). mum und man erhilt somit die ,,giinstigste” Ausgleichsgerade
[(Bx)2 — NZa7]—1m[Ea; Zyi — N Zaiyi] durch den Punkthaufen.
Wird. Gl. (8) in Gl. (7) eingesetzt, so folgt:
by o NEY] —Bah) — Sy + @)’ £ VINEyi—Zef) —Ey)*+ Ca) P+ W ey, —Za Zy)*
g = 2(NXZwiys — X X yi) :
Die beiden Losungen dieser Gleichung stellen die Steigung der ,,giinstigsten bzw. ,,ungiinstigsten‘‘ Ausgleichsgeraden dar, denn es ist
g g g g g g g g
1
b= — PH

Die Entscheidung, welcher der beiden Werte der Steigung der gesuchten Geraden entspricht, kann aus der Anschauung
heraus oder analytisch, wie auf dem nachfolgend beschriebenen Wege, mittels der zweiten Ableitung nach b getroffen werden.

Wird Gl. (8) in Gl. (5) eingesetzt, so folgt:

ba; — yi+ a)?
2 _ e P e U
guat-5 ) [P

1
=Zl(b2+—l)2(2(52+1)(5701—%+a)xi—(bwi—yi+a)22b)]

2
L Z [——(b2+ e (b xiz -+ b2x

Durch Einsetzen der Gl. (6b) ergibt sich:

Gl 2
a_bZA?:Z[(bz—i— i (bx + 0%z, y,—b%x, (F—bF) —x,y

——bzax —z,

by +2bay, +ax;, —ba )]

—by; +2by, F—b%) +2,F—b% —bF—b37) )]

2 2
= (B3 (Fa; —T) + B2 (Y — G — 2By + 2%Y) + b (@] — T — P4 2Gyi —y)) + G — @iy
CESY ,

Diese Gleichung nochmals nach b abgeleitet lautet:

2
aszA“#Z[(b2+ {2+ 1)2[30% @2 — ) + 2b (i ys — Yo — 2Bys + 2%Y) + 27 —Fa — PP+ 25 yi—y] —

— BB @ — 7))+ D2 (s — Yo — 2%y + 277) +b(xi —Exi—372+2gyi—yi) +yxi—ay]2 2+ 1)2b}]

2
“Erpl®

—ini)+b3(2g72x,-—2Zx5y¢)—|—b2(—32x? —1—32‘1/1.2 +6xXa;—672Xy; — 372N +3%2N)+

+b6Z iy —6yZa) + 2l —Tyl —FZa + 252y — NSO
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Ein Minimum bzw. Maximum tritt auf, wenn die zweite
Ableitung den Wert > 0 bzw. < 0 hat.

Nach Einsetzen von Z =X 2;/N und § = Z y;/N und Multi-
plikation mit N lautet der zusammengefalite Ausdruck:
2% —3b) BTy — NZay) +
+(1—38)[NZa? —NZy?— Ca2+ Sy (10
Die ,,ginstigste’ Ausgleichsgerade hat die Steigung b, bei
der die Gl. (10) einen Wert > 0 annimmt.
Der Wert fir m kann nach Gl. (8) berechnet werden.
Fiir den bisher noch nicht behandelten Fall IV 1aBt s1ch noch
eine einfachere Gleichung fiir b angeben, wenn
Yi="i
gesetzt wird. Gl. (7) geht tiber in:
ZS@ZTi—NZSiTi

und X = 8 + r

b= 11).
Zsin,-—NEsfri—l—(Zsi)z—NZsf ( )

Entsprechend wird aus Gl. (6a):
d=—[27’1—b(28t+27‘,)] (12).

Die GI. (11) ist gegeniiber Gl. (7) insofern vorteilhafter, als
hierbei der Rechenaufwand geringer ist.

Ergebnisse

In Bild 4 ist ein Punkthaufen eingetragen, dessen vier MeB-
punkte nur einen sehr losen Zusammenhang zwischen den Me3-
groBen zeigen und fiir den normalerweise keine Ausgleichs-
gerade berechnet wird. Es 146t sich daran aber gut der EinfluBl
von m aufzeigen. So werden bei Anderung von m die verschie-
denen Ausgleichsgeraden zu einem Geradenbiischel.

Der Schnittpunkt aller Ausgleichsgeraden liegt bei (Z,%) im
Schwerpunkt des Punkthaufens. Der Schwerpunkt ist der Punkt,
fiir den die Summe der Abstinde zu den Punkten P; zum Mini-
mum wird. Auch visuell zu ziehende Ausgleichsgeraden, mei-
stens nach Fall ITI, lassen sich einfacher festlegen, wenn vorher
der Schwerpunkt bestimmt wird.

8

i)
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Bild 4 und 5. Die Ausgleichsgeraden fiir einen Punkthaufen,
wenn die Steigung m der Verschiebungsgeraden variiert wird.

Fiir einen Punkthaufen, dessen MeBpunkte einen engeren
Zusammenhang der MeBgroBen aufzeigen und fir den die Aus-
gleichsgeraden mit den gleichen m-Werten wie in Bild 4 berechnet
sind, zeigt Bild 5. Je enger der Zusammenhang wird, desto mehr
nahern sich die Geraden, bis sie schlieBlich zusammenfallen,
wenn die Punkte P; schon auf einer Geraden liegen.

Zur Erlduterung sei noch gesagt, daf die Anwendung der in
diesem Beitrag abgeleiteten Gleichungen nicht auf den ersten
Quadranten des Koordinatensystems beschrankt ist. Es konnen
sowohl die in anderen Quadranten, als auch die durch mehrere
Quadranten laufende Ausgleichsgeraden bestimmt werden.

Beurteilung der MeRergebnisse

Ein MaB firr die Beurteilung der im Punkthaufen dargestell-
ten Versuchsergebnisse bzw. fiir die Gegeniiberstellung ver-
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schiedener Versuchsreihen ist die Streuung der MeBpunkte um
die Ausgleichsgerade. Die zahlenméBige Erfassung der Streuung
erfolgt durch die Berechnung der mittleren quadratischen Ab-
weichung s (Standardabweichung) der MeSpunkte von der Aus-
gleichsgeraden. Das Quadrat der Standardabweichung ist die
mit s2 bezeichnete Streuung:

I 4?2 13
# =34 (13).
Mit Gl. (5) wird:
(1 4+ m?) (bxz—yl—l—a)
—1 (b — m)2
1+ m2
mog, Lo LR i 2
_(N-l)(bfm)zz(bx' yl+a/)'
Daraus wird nach Auflésung und Einsetzen von Gl. (6a)

zusammengefalt:

I oW

femone—mD VI
+b@2ZiTyi—2NZay) + N2y — Syl (14).
Der Quotient (1 + m?)/(b —m)2 =F als Faktor dieser

Gleichung nimmt fiir die Sonderfille folgende Formen an:

— E)?) +

1
FallT — =10 F=1,
m
1
FallII m =0 F =,
Fall II1 ! et
> EES - S
Fall IV 1 F z
a. m = _(b—l)z

Beim Rechnen mit Gl. (14) ist zu beachten, daf die Streuung
den Wert co annimmt, wenn b = m ist.

Eine Beurteilung der Ausgleichsgeraden im Hinblick auf die
Frage, ob die Annahme eines linearen Zusammenhanges iiber-
haupt gerechtfertigt ist, wird hier nicht gegeben; denn es er-
scheint sinnvoller, diese Fragestellung vom Problem her aus
den-Randbedingungen zu beantworten.

Beispiel aus der Bodenmechanik

Zur Ermittlung der Scherfestigkeit und der inneren Reibung
von Boden werden u. a. im Dreiaxialgerit zylindrische Boden-
proben (mit z. B. 3,57 cm Durchmesser und 10 cm Hoéhe, d. s.
100 cm3 Volumen) untersucht. Die senkrecht aufgestellten
Proben werden bei allseitig gleichem konstanten Horizontaldruck
durch Erhéhen des Vertikaldruckes bis zum Bruch belastet. Die
Belastungsrichtungen stehen senkrecht aufeinander und erzeu-
gen dabei einen axialsymmetrischen Spannungszustand mit
den Hauptspannungen o7 (vertikal) und o2 = o3 (horizontal).

Die Spannungen fiir den Bruchzustand werden im Mohrschen
Spannungskreis dargestellt. Werden fiur die verschiedenen
Spannungszustinde die entsprechenden Spannungskreise ent-
worfen, so kann eine Grenzkurve gezeichnet werden, die die
Spannungskreise umhiillt. Die Kreise verschiedener Grenz-
belastungsfille haben eine gemeinsame Umhiillende, die, fiir viele
Werkstoffe und so auch fiir Boden [5], durch eine Gerade ge-
niigend genau angenihert werden kann. Bei Werkstoffen mit

05(o;-0;)

o

[3 456+ ;) o ¢
Bild 6. Die Mohrschen Spannungskreise mit der Grenzlinie.
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unterschiedlicher Zug- und Druckbruchspannung ist die um-
hiillende Gerade (gleich Tangente an die Spannungskrcise)
gegeniiber dem ¢, 7-Koordinatensystem geneigt. Beim Boden
gibt die Tangentensteigung den Winkel ¢ der inneren Reibung
und der Ordinatenabschnitt ¢ die Kohésion an.

Im Koordinatensystem wird die Scherspannung 7 iiber den
Hauptspannungen o7 und o3 bzw. die Scheitelpunktskoordinaten
(Radien) 0,5(c1 — o03) der Spannungskreise iiber den zu-
gehorigen Mittelpunkten 0,5(c1 + o3) aufgetragen, Bild 6.

Infolge von Unterschieden zwischen den einzelnen Proben und
sonstiger unkontrollierbarer Einfliisse werden sowohl die bei
mehreren verschiedenen Seitenspannungen o3 gewonnenen
Versuchsergebnisse nicht immer auf einer Geraden liegen, als
auch die Wiederholungen bei der gleichen Seitenspannung og
nicht zwingend zum gleichen Resultat fithren.

Die Ergebnisse einer Versuchsreihe mit Wiederholungen zeige
Bild 7, womit auch die Notwendigkeit, hier eine Ausgleichs-
rechnung anzusetzen, erklirt sein moge.

6 I . v 1
kpfem Tangente /_fc/ze/fe/pun/rf//n/'e
4 1
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// %
7 o
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//
i 4 /
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Bild 7. Versuchsergebnisse von Dreiaxialversuchen mit Boden-
proben mit der errechneten Tangente (MeBwerte siehe Tafel 2).

Eine direkte Bestimmung der Tangente ist nicht méglich. Des-
halb wird die Linie durch die Scheitelpunkte der Spannungs-
kreise (Scheitelpunktslinie) als Hilfslinie benutzt, von der spiter
auf die Tangente umgerechnet werden kann.

Die Gleichung der Tangente lautet

T=c -+ otanyp,
bzw. mit ¢ =« und 7 = y:
Yy =c + xtanp,
und die Gleichung der Scheitelpunktslinie
y=a+bua,
wobei der geometrische Zusammenhang dieser Gleichungen mit
den einfachen Beziehungen
@ = ¢ cos o
und
gegeben ist.

b=sing

Streuen die Ergebnisse der bei einem o3 durchgefithrten
Versuche untereinander, so liegen die Scheitelpunkte der Span-
nungskreise auf einer Geraden, die mit der Steigung m =1
durch den Abszissenpunkt o3 geht. Oder anders ausgedriickt:
Bei der konstanten Seitenspannung o3 schligt sich die Streuung
der Versuchsergebnisse in einem verinderten Radius des Span-

Tafel 2. MeBwerte fiir die in Bild 7 dargestellte Versuchsreihe.

oy oy s r 52 sr
kp/em? | kp/em? | kp/cm? kp/cm? (kp/cm?)? (kp/cm?)?
1 3,4 1 1,2 1 1,2
1 4,0 1 1,5 1 1,5
1 4,4 1 1,7 1 1,7
2 8,0 2 3,0 4 6,0
2 8,2 2 3,1 4 6,2
2 8,6 2 3,3 4 6,6
3 10,4 3 3,7 9 11,1
3 11,2 3 4,1 9 12,3
3 12,0 3 4,5 9 13,5
> 18 26,1 42 60,1
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nungskreises nieder (Bild 7). Mit 03 = s und 0,5(c1 — 03) = r
liegen die Koordinaten fiir die Scheitelpunkte P; der Spannungs-
kreise mit ; = s; + r; und y; = r; fest.

Die Ausgleichsgerade (Scheitelpunktslinie) y = a + bx ist
demnach entsprechend Fall IV zu berechnen, Tafel 2.
Mit N = 9 erhilt man nach den Gln. (11) und (12)

18 - 26,1 — 9 - 60,1

~18-261 — 9-60,1 + 182 — 9 - 42

b = 0,5683,

1
=g [26,1 — 0,5683 (18 + 26,1)] = 0,1151.

Die Gleichung der Scheitelpunktslinie lautet:
y = 0,1151 + 0,5683 x.

Nach den Gln. (15) und (16) wird der Winkel der inneren
Reibung ¢ = 34,64° und die Kohésion ¢ = 0,1399 kp/cm2. Mit
tan o = 0,6908 lautet dann die Gleichung der Tangente (Bild 7)

y = 0,1399 + 0,6908 x.

Zusammenfassung

Bei der Auftragung von streuenden Versuchsergebnissen muf3
vielfach die Abhéngigkeit der Verdnderlichen durch eine mathe-
matische Funktion ausgedriickt werden.

Als einfachster Fall wird in diesem Beitrag die Ausgleichs-
gerade fir den linearen Zusammenhang zweier Veridnderlichen
behandelt. Das an sich bekannte Problem laft sich in fiinf
Fille aufschlisseln:

I.  Abszissenwerte genau, Ordinatenwerte fehlerhaft,

II. Ordinatenwerte genau, Abszissenwerte fehlerhaft,

III. Abszissen- und Ordinatenwerte sind in unbekanntem Ver-
héltnis zueinander fehlerhaft,

Abszissen- und Ordinatenwerte sind in gleichem MaBe
fehlerhaft,

Abszissen- und Ordinatenwerte sind fehlerhaft und das
Fehlerverhéltnis kann angegeben werden.

Fiir den allgemeinen Fall V wird die Ableitung der Bestim-
mungsgleichungen fiir die Ausgleichsgerade vorgelegt. Hieraus
lassen sich durch Vereinfachungen die Bestimmungsgleichungen
fiir die Sonderfélle I bis IV herleiten.

Der Fall III hat als Losungen die ,,giinstigste und die ,,un-
giinstigste* Ausgleichsgerade fiir einen Punkthaufen. Die Unter-
scheidung zwischen diesen beiden Geraden kann auf analytischem
Wege durch eine Gleichung vorgenommen werden.

1V.

Die abgeleiteten Bestimmungsgleichungen gelten fiir Aus-
gleichsgeraden durch Mepunkte in einem oder mehreren Qua-
dranten. Als Anndherungskriterium ist die ,,Methode der klein-
sten Quadrate‘‘ nach Gauf verwendet worden.

Eine Beurteilung der Versuchsergebnisse beispielsweise
zwecks Gegeniiberstellung verschiedener Versuchsreihen wird
manchmal erforderlich sein. Deshalb ist die zur Berechnung der
mittleren quadratischen Abweichung der MeBpunkte von der
Ausgleichsgeraden benétigte Gleichung mit angegeben.

Die Ableitung der Ausgleichsgeraden erfolgt anhand von Ver-
suchsergebnissen eines Beispiels aus der Bodenmechanik. Fiir die in
bekannter Weise entworfenen Mohrschen Spannungskreise wird
die Ausgleichsgerade nach Fall IV durch die Scheitelpunkte der
Kreise berechnet. Die Ausgleichsgerade und die Tangente sind
mittels einfacher geometrischer Beziehungen verknipft. Die
Steigung der Tangents und der Ordinatenabschnitt ergeben die
verlangten Werte fiir den Winkel der inneren Reibung und die
Kohision des untersuchten Bodens.
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