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Unendlich ausgedehnte Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen,
beidseitigen Rechteckpflastern unter Zugbelastung
Ein Beitrag zur Spannungsermittlung™)

Von Dieter Radaj, Braunschweig-Volkenrode

In der vorliegenden Arbeit zeigt der Verfasser in dem einfachen Beispiel des durch aufgeschweifite Laschen (Pflaster) verstirkten, auf
Zug beanspruchten Bleches (unendliche Scheibe), wie auf Grund physikalisch-mathematischer Gesetzmdfigkeiten die Spannungsverteilung
iber das Bauteil errechnet werden kann und weist die Richtigkeit der Rechnung durch das Experiment mittels Dehnungsmessungen nach.
Die rechnerische Losung ist evn wichtiger Schritt, um die umfangreichen experimentellen Arbeiten der ,,Forschungsgruppe fiir Spannung
und Konstruktion'* mit der bestehenden und hochentwickelten Theorie der Elastostatik in Beziehung zu bringen. Das ist nicht nur wissen-
schaftlich revzvoll, sondern ist notwendig, um das umfangreiche experimentell ermittelte Tatsachenmaterial iibersehen und mit den Aussagen
der Elastostatik vergleichen zu kénnen. Die Trennung der Einflufgroflen — tm Experiment nur selten erreicht — ist fiir die Theorie
Voraussetzung. Die Theorie ist bei der Ermittlung der Spannungsverteilung auch deshalb notwendig, weil die experimentelle Dehnungs-
messung auf die Oberfliche der Bauteile beschrinkt bleibt und thre Genauigkeit infolge der verwendeten kleinen Meflangen nicht in allen
Fallen ausreichend ist. Es ist das Ziel auch dieser Arbeit, dem Konstrukteur Hilfestellung bei seiner Tdtigkeit zu geben.
Die Schriftlettung
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Einleitung

Die Kenntnis der in den technischen Baukérpern unter
dufleren Lasten sich ausbildenden Spannungsfelder ist entschei-

Der Werkstoff reagiert auf die aufgebrachten Beanspruchungen
zunichst elastisch, bei hohen Beanspruchungen, also besonders

dend fiir die Beurteilung der Dauerschwingbruchgefahr. Dauer-
schwingbriiche gehen meist von Spannungsspitzen aus, diese
miissen daher so niedrig wie moglich gehalten werden. Im Hin-
blick auf die Dauerschwingbruchgefahr sind nur die von den
dufleren Lasten herrithrenden Spannungsfelder von Bedeutung,
die Eigenspannungsfelder, die von der meist nicht genau be-
kannten Vorgeschichte des Bauteiles abhingen, konnen im
allgemeinen gegeniiber den Lastspannungsfeldern vernachlassigt
werden.

Bei der Dauerschwingbelastung schwanken die Lasten beziig-
lich Grofle und Richtung, die Folge sind zeitlich schwankende
Spannungsfelder. In vielen Fallen treten die entscheidenden
Belastungen mit einer Frequenz auf, die weit unterhalb der
Eigenfrequenz einzelner Bauteile der Konstruktion liegt. Die
zeitlich verénderliche Last im Betrieb kann dann durch eine
ruhende Last in Theorie und Versuch ersetzt werden.

*) Von der Fakultit fiir Maschinenwesen der Technischen Hochschule
Carolo-Wilhelmina zu Braunschweig zur Erlangung der Wiirde eines
Doktor-Ingenieurs genehmigte Dissertation (Berichter: Prof. Dr.-lng.
E. Seydel und Prof. Dr.-Ing. W. Thielemann).

Dipl.-Ing. Dieter Radaj ist wissenschaftlicher Mitarbeiter der
Forschungsgruppe fiir Spannung wund Konstruktion (Prof.
Dr.-Ing. Dr. agr. h. c. W. Kloth) vm Institut fiir landtechnische
Grundlagenforschung der Forschungsanstalt fiir Landwirtschaft
Braunschwerg - Volkenrode.

dann, wenn bei der Dimensionierung die Zeitfestigkeit zugrunde
gelegt wurde, wird an den Stellen hochster Spannung die Flief3-
grenze lberschritten, der Werkstoff reagiert elastisch-plastisch.
Da aber die FlieBgebiete das Spannungsfeld anfangs nicht wesent-
lich andern, kann bei metallischen Werkstoffen in Theorie und
Versuch in erster Naherung linear-elastisches Werkstoffverhalten

vorausgesetzt werden.

Ty

2 —w

Bild 1. Unendlich ausgedehnte Scheibe mit stirnseitig an-
geschlossenen, beidseitigen Rechteckpflastern unter Zugbelastung
im Unendlichen.

Die vorliegende Arbeit beschreibt das Spannungsfeld in der
unendlich ausgedehnten Scheibe konstanter Dicke ds unter Zug-
belastung im Unendlichen und in den beidseitig auf dieser
Scheibe stirnseitig, also quer zur Zugrichtung, angeschlossenen
Rechtecklaschen unterschiedlichen Abmessungsverhiltnisses a/b
und unterschiedlicher Dicke dy, Bild 1. Die Dicken von Laschen
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und Scheibe sind klein im Verhéltnis zur Laschenlinge 2 a, so
dal mit Ausnahme eines schmalen Streifens in Umgebung der
angeschlossenen Laschenrinder ein annahernd ebenes Span-
nungsfeld vorliegt. In diesem Fall wird auch von einer ,,Scheibe
mit Rechteckpflastern** gesprochen. Das gesuchte ebene Span-
nungsfeld in Pflaster und Scheibe wird mit Methoden der
Elastizititstheorie fiir kleine Verzerrungen und Verschiebungen
und linear-elastisches Werkstoffverhalten in Abhangigkeit von
den Abmessungsverhéltnissen a/b und dp/ds niherungsweise
bestimmt, wobei Homogenitit und lsotropie des Werkstoffes

vorausgesetzt wird. Es wird gezcigt, dafl die dargestellte Lo-
sungsmethode auch bei flankenseitig angeschlossenen Rechteck-
pflastern angewendet werden kann. Die errechneten Spannungs-
felder werden 1nit experimentell ermittelten Spannungsfeldern
verglichen. Die Spannungsfelder in Umgebung der angeschlos-
senen Pflasterrander werden an Hand von eigenen und aus dem
Schrifttum bekannten spannungsoptischen Versuchen diskutiert.
Die GroBe der hochsten Spannungsspitzen am Pflasterrand kann
naherungsweise angegeben werden. Konstruktive Folgerungen
im Hinblick auf die Dauerschwingfestigkeit werden aufgezeigt.

1. Das Spannungsfeld in der unendlich ausgedehnten Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen, beidseitigen
Rechteckpflastern unter Zugbelastung im Unendlichen (Theorie)

Wird auf einer Scheibe konstanter Dicke eine kleinere Scheibe
ebenfalls konstanter Dicke liegend befestigt und sind Scheiben-
und Pflasterdicke klein gegeniiber den iibrigen Pflasterabmes-
sungen, so dal} mit Ausnahme kleiner Bereiche ebene Spannungs-
felder vorliegen, dann bezeichnet man diesen Baukorper als
Scheibe mit Pflaster. Man spricht je nach der Form des Pflasters
von einem linienformigen, kreisformigen, elliptischen, recht-
eckigen Pflaster, je nach Anordnung des Pflasters von einseitigein
oder beidseitigem Pflaster und je nach Art der Befestigung des
Pflasters von einem Pflaster mit Rand- oder Flichenschluf.

Theoretisch sind bisher behandelt worden: das Spannungsfeld
beim Linienpflaster in der unendlich und halbunendlich aus-
gedehnten Scheibe bei einachsiger Zugbelastung der Scheibe
oder bei Belastung des Pflasters durch eine Einzelkraft von
Melan [1], Reifiner [2], Pfliger [3; 8], Buell (4], Benscoter [5],
Koiter [6], Brown [7] und Bufler [9], das Spannungsfeld bei kreis-
formigen und elliptischen Einschlissen in der unendlich aus-
gedehnten Scheibe unter einachsiger Zugbelastung von Don-
nell [10], Hardiman [11; 12] und Kaiser [13] und das Spannungs-
feld bei kreisformigen, elliptischen. rechteckigen und dreiecki-
gen Einschliissen in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter
verschiedenen Belastungsarten von Sawin [14]. Einschlisse dieser
Art wirken sich auf das Spannungsfeld wie am gesamten Rand
oder in der ganzen Fliche angeschlossene beidseitige Pflaster aus.
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Bild 2. Fir die theoretische Behandlung der zugbelasteten

Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen, beidseitigen Rechteck-

pflastern angenommene Spannungsverteilung in den Anschluf3-
flachen, dargestellt fiir dp/ds = 1,0.

Losungsansitze fiir das Spannungsfeld bei beidseitigen Rechteck-
pflastern mit stirnseitigem Anschlufl sind aus dem Schrifttum
nicht bekannt.

Im folgenden wird das Spannungsfeld in der unendlich aus-
gedehnten Scheibe unter Zugbelastung im Unendlichen und in
den beidseitig auf dieser Scheibe stirnseitig angeschlossenen
Rechteckpflastern (Bild 1) niherungsweise bestimmt. Da die
Dicke von Scheibe und Pflaster im Verhiltnis zur Pflasterlinge
2 a klein ist, liegt mit Ausnahme der Umgebung der angeschlos-
senen Pflasterriinder ein annihernd ebenes Spannungsfeld vor
(Prinzip von de Saint-Venant). Im Bereich der Pflaster liegen
das ebene Spannungsfeld der Scheibe und die ebenen Spannungs-
felder der Pflaster iibereinander.

Die Niherungslosung geht von der Annahme aus, dafl im
ganzen Bauteil nur ebene Spannungsfelder vorliegen. Diese
Annahme - laB3t sich durch folgendes Modell veranschaulichen.
Je zwei in z-Richtung tibereinanderliegende Pflasterstirnflichen
sind mit der unendlich ausgedehnten Scheibe durch eine sehr
diinne, aber beziiglich Momenten in 2- und y-Richtung sehr
biegesteife ,,Anschluffliche‘‘ miteinander verbunden (Koordi-
natenbezeichnung nach Bild 2). Uber die Verteilung der Span-
nungen ox und 7y, in der AnschluBfliche werden auflerdem
folgende Annahmen gemacht. Die Spannung oy lifit sich als
Potenzreihe entwickeln, deren konstantes und quadratisches
Glied bei der Naherungsrechnung berticksichtigt wird. Die
Spannung 7y, wird vernachldssigt (Bild 2). Diese Annahmen
erscheinen auf Grund vorangegangener Spannungsmessungen
und nachtriaglich durchgefiihrter Kontrollrechnungen gerecht-
fertigt.

In den AnschluBflichen mul} Gleichgewicht zwischen den
Schnittkriften herrschen, die am Pflasterrand vorhandenen
Spannungen und der in der Scheibe vorhandene Spannungssprung
sind also cinander entgegengerichtet und zueinander proportio-
nal, wobei der Proportionalititsfaktor durch das Verhiltnis
Pflasterdicke zu Scheibendicke eindeutig bestimmt wird. Werden
die Bestimmungsgroen der Parabel nach Bild 2 mit opp, ocp.
ons und ocs bezeichnet, dann gilt:

GBstdyZQ()’depdy (11)
ocs ds dy = 2 o¢p dp dy (1.2)
Daraus folgt:
dp }

ops = 2 5 op (2.1)

S

P
6cs = 2 5 ocp (2.2)

ds

Die vereinfachende Darstellung der Spannungsverteilung in
der Anschluffliche als Parabel hat zur Folge, daf die geometri-
schen Zusammenhangsbedingungen fiir die z-Richtung nur noch
in zwei Punkten der AnschluBfliche einer Viertelscheibe (Punkt 1
und 2 in Bild 2}, die geometrischen Zusammenhangsbedingungen
in y-Richtung nur noch im Mittelpunkt der AnschluBfliche aus
Symmetriegriinden (Punkt 1 in Bild 2) erfiillt werden.

Bezeichnet u; as die im Punkt 1 (Bild 2) der unendlich aus-
gedehnten Scheibe durch o, verursachte Verschiebung in a-
Richtung, wips die im Punkt 1 der unendlich ausgedehnten
Scheibe durch die durch ops gekennzeichneten Spannungen ver-
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ursachte Verschiebung in a-Richtung usw., dann gilt folgendes
Additionsgesetz fiir die Verschiebungen « in den Punkten 1 und 2:
(3.1)
U2 As — U2Bs — U2Cs = U2Bp + U2Cp (3.2)
Die im folgenden durchgefiihrte mathematische Behandlung
umfallt also die Ermittlung der Spannungsfelder im Rechteck-
pflaster unter gleichmiBig und parabolisch verteilten Rand-
normalspannungen und in der unendlich ausgedehnten Scheibe
mit auf zwei AnschluBflichen gleichmiaBig und parabolisch
verteilten Normalspannungen. Die Ergebnisse dieser Rechnung
ermoglichen unter Verwendung der genannten Schnittkraft-
gleichgewichtsbedingung (2) und der genannten geometrischen
Zusammenhangsbedingung (3) die Ermittlung des Spannungs-
feldes in der Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen Rechteck-
pflastern.

U3 As — U1Bs — U1Cs = U1Bp + %U1Cp

1.1 Die Rechteckscheibe unter Randnormalspannungen
konstanter Grofle
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Bild 3. Rechteckscheibe unter Randnormalspannungen
konstanter GroQe.

Fiir die Spannungen oy, oy und 7xy und die Verschiebungen u
und v ergibt sich:

ox =P (4.1)
oy =0 (4.2)

p
u=Fx (5.1)
e 2
=y (5:2)

1.2 Die Rechteckscheibe unter Randnormalspannungsverteilung
parabolischer Form

by
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Bild 4. Rechteckscheibe unter Randnormalspannungsverteilung
parabolischer Form (Spannungshoéchstwert am Randende).

Zur Ermittlung des Spannungsfeldes in Rechteckscheiben bei
vorgegebener Randbelastung sind im Schrifttum verschiedene
Rechenverfahren vorgeschlagen und angewendet worden.

Unter Verwendung der Methode der komplexen Variablen und
der Methode der konformen Abbildung geben folgende Autoren
Losungen fiir Rechteckscheiben mit vorgegebener Randbelastung
an: Gray [15] behandelt die von zwei Einzelkriften in gegen-
iberliegenden IEckpunkten diagonal gezogene quadratische
Scheibe. Die grofite Hauptspannung in Scheibenmitte wird mit
einem moglichen Fehler von maximal 1,59, bestimmt. Winslow
[16] behandelt die Rechteckscheibe mit Seitenverhdltnis a/b
= 1,0 und a/b = 1,99, die an zwei gegeniiberliegenden Rindern
mit parabolisch verteilten Randnormalspannungen belastet wird.
Die Spannung oy in der Mitte des unbelasteten Randes wird mit
einem moglichen Fehler von maximal 49, bei der quadratischen
Scheibe, von maximal 269, bei der nicht quadratischen Scheibe
bestimmt. Szelagowsky [17] behandelt die Rechteckscheibe unter
Einzelkriften in der Mitte der Rénder. Eine numerische Rech-
nung wird nicht durchgefiihrt.

Unter Verwendung der im Losungsergebnis fiir die freien
Querschwingungen eines beiderseits eingespannten Balkens auf-

tretenden orthogonalen Funktionen geben Durié [18] und
Hajdin [19] eine Losung fiir Rechteckscheiben an, die an gegen-
iberliegenden Réndern mit symmetrisch und antimetrisch ver-
teilten Laststreifen konstanter GréBe belastet werden.

Unter Verwendung trigonometrischer Funktionen geben
Kuno [20], Okubo [21; 22] und Girkmann [23] Losungen fiir die
Rechteckscheibe mit beliebiger Randbelastung an. Eine nume-
rische Auswertung dieser Losungen ist nur in einem Fall bekannt
geworden, Parkus [24] behandelt aufbauend auf der Losung von
Girkmann den wandartigen Triger auf drei Stiitzen.

Weitere im Schrifttum angegebene Losungsansétze fiir Recht-
eckscheiben mit vorgegebener Randbelastung fithren das Span-
nungsproblem auf ein Minimumproblem zuriick, welches sich
entweder vom Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials
(Prinzip der virtuellen Verriickungen) oder vom Prinzip vom
Minimum des konjugierten Gesamtpotentials (Prinzip der
virtuellen Krifte, davon abgeleitet Prinzip von Castigliano,
Prinzip vom Minimum der Forminderungsarbeit) ableitet. Das
Minimumproblem wird dann héufig unter Anwendung des
Ritzschen oder Galerkinschen Verfahrens gelost.

A. und L. Foppl [25], Timoshenko [26; 27], Goodier [27; 28],
Conway, Chow und Morgan [29], Guzman und Luisont [30] und
Kantorovich und Krylov [31] gehen vom Prinzip vom Minimum
der Forminderungsarbeit unter Verwendung eines Polynoms
als Airysche Spannungsfunktion aus, um die Spannungen in
Rechteckscheiben unter verschiedenen Randbelastungen zu
berechnen. Die Methode ist bei groBlen Seitenverhiltnissen a/b
sehr ungenau.

Hamada [32] geht ebenfalls vom Prinzip vom Minimum der
Formédnderungsarbeit aus, um die Spannungen in Rechteck-
scheiben bei verschiedenen Randbelastungen zu berechnen,
verwendet dabei aber eine Summe trigonometrischer Funktionen
als Airysche Spannungsfunktion. Die als Fourtersche Reihen
vorgegebenen Randbedingungen werden als Nebenbedingung
bei der Variationsrechnung beriicksichtigt.

Wegner [33] gibt eine ebenfalls vom Prinzip vom Minimum
der Formanderungsarbeit abgeleitete Methode zur Bestimmung
der Spannungssumme (ox + oy) u. a. in Rechteckscheiben an.

Weber und Levin [34] gehen vom Prinzip vom Minimum des
Gesamtpotentials aus und verwenden eine Summe biharmoni-
scher trigonometrischer Funktionen als Asrysche Spannungs-
funktion. Unter Verwendung des Trefftzschen Minimalprinzips
werden die Randbedingungen néherungsweise erfullt. Die An-
wendung dieser Methode auf eine Rechteckscheibe mit Seiten-
verhdltnis a/b = 3,0 unter parabolisch verteilten Randnormal-
spannungen wird in dieser Arbeit besprochen.

Ein weiteres Verfahren zur Berechnung der Spannungen in
Rechteckscheiben unter vorgegebenen Randlasten stiitzt sich
auf die Anwendung der Differenzenrechnung und ist angewendet
worden von Bortsch [35], Bay [36;37], Beyer [38], Habel [39], Beer
und Piscitelli [40], Varvak[41], Girkmann [23] und Conway, Chow
und Morgan [29]. Zur Erhéhung der Genauigkeit werden bei den
Scheibengleichungen auch Glieder hoherer Ordnung von Beer
und Piscitelli [40], Collatz [42] und Mudrak [43] beriicksichtigt.
Dubas [44] schlidgt eine andere Art der Differenzenrechnung vor.
Schliefllich hat die Relaxationsmethode nach Southwell [45; 46)
und Fox [47; 48] die Bedeutung der Differenzenrechnung erhéht.

Weitere Verfahren zur Berechnung der Spannungen in Recht-
eckscheiben unter vorgegebenen Randlasten finden in Sonder-
fallen Anwendung. Bleich [49] schlagt vor, die iiber eine Fourier-
Entwicklung fiir einen unendlich langen Streifen mit periodischer
Belastung gewonnene Losung so zu verwenden, dafl aus dem
Streifen eine Rechteckscheibe herausgeschnitten wird und an
den Schnittflichen die dort herrschenden Spannungen durch
Uberlagerung beseitigt werden. Hovgaard [50] erhilt durch
Probieren Spannungsfunktionen fiir einen Zugstab mit beider-
seits langs angeschlossenem Rechtecksteg. Hermite [51] gibt eine
Methode zur Berechnung der Spannungen in Rechteckscheiben
an, bei der die Randbedingungen punktweise erfiillt werden.

Es wird an dieser Stelle nicht auf Losungsansitze fir das
Spannungsfeld beim elastischen Halbstreifen eingegangen. Eine
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Ubersicht iiber derartige Losungsansiitze gibt die Dissertation
von Iyengar [52]. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dal
sich die Arbeit von Fadle [53] nicht, wie im Titel angegeben, auf
die quadratische Scheibe, sondern auf den Halbstreifen bezieht.
Ebenso bleiben in dieser Zusammenstellung Lésungen fiir den
unendlich langen Balken, aus denen sich auch Losungen fir
Rechteckscheiben unter speziellen Randbelastungen ableiten
lassen, unberiicksichtigt.

Die Frage, welches Rechenverfahren bei der Ermittlung der
Spannungen und Verschiebungen in einer Rechteckscheibe
beliebigen Seitenverhéltnisses a/b unter parabolischer Rand-
normalspannungsverteilung angewendet werden soll, wird mit
Riicksicht auf die gewiinschte Genauigkeit entschieden. Im vor-
liegenden Fall soll der mogliche Fehler nicht grofer als 29 sein.

Die im folgenden angewandte Differenzmethode bietet gegen-
iber den ibrigen Verfahren gewisse Vorteile, weil die Rand-
bedingungen unabhingig vom Seitenverhiltnis der Scheibe
beriicksichtigt und weil Spannungen und Verschiebungen mit
der gleichen Methode errechnet werden konnen. Da beim
Differenzenverfahren die Genauigkeit der Rechenergebnisse nicht
ohne weiteres bestimmt werden kann, werden die mit dem
Differenzenverfahren errechneten Spannungen einzelner Schei-
benpunkte mit den nach anderen Methoden erhaltenen Ergeb-
nissen verglichen. Dabei werden die Losungsansitze von T'vmo-
shenko[26;27], Winslow[16] und Weber und Levin[34] verwendet.

Im folgenden werden mittels der Differenzenrechnung die
Spannungen und Verschiebungen in Rechteckscheiben mit
Seitenverhiltnis a/b = 0,4, a/b = 1,0 und a/b = 3,0 unter
parabolischer Randnormalspannungsverteilung errechnet. Aus
Griinden, die mit der Entstehung dieser Arbeit zusammen-
héngen, wird von der Rechteckscheibe unter parabolischer
Randnormalspannungsverteilung mit Spannungshéchstwert in
Randmitte nach Bild 5 ausgegangen.

by
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Bild 5. Rechteckscheibe unter Randnormalspannungsverteilung
parabolischer Form (Spannungshochstwert in Randmitte).

Bekanntlich konnen die Gleichgewichtsbedingungen fiir das
Volumenelement im Falle ebener Spannungsfelder vollstindig
integriert werden durch die ,,4irysche Spannungsfunktion F*,
indem gesetzt wird:

02F
ox = (6.1)
oy
02F
Oy = 352 (6.2)
o°r 6.3
Y= ooy (6.3)

Die Spannungsfunktion F' muB} einer Vertraglichkeitsbedingung
geniigen, die im Falle linear-elastischen Werkstoffverhaltens und
kleiner Verzerrungen und Verschiebungen durch die Bipotential-
gleichung (7) gekennzeichnet wird:

ANAF 04F 3 04F
o = — —_—
T oxd + 022 0y2

Driickt man auch die Randbedingungen durch die Spannungs-
funktion F' aus, dann gilt bekanntlich, sofern am Scheibenrand
nur Spannungen vorgegeben sind :

()4F70 .
-l-()—yélf (7)

Am Querschnittsrand kann die Funktion F' als das Moment aller
auf einen betrachteten Randteil wirkenden Randkrifte, bezogen
auf den Endpunkt dieses Randteiles, gedeutet werden.

Am Querschnittsrand kann die Steigung der Funktion I in
Richtung der Randnormalen als die in der negativen Tangenten-
richtung gemessenen Projektion der Resultierenden aller auf den
betrachteten Randteil wirkenden Randkrifte gedeutet werden.

Wird der Scheibenrand ausgehend von einem beliebigen Rand-
punkt 0 bis zu einem Randpunkt P umfahren, wobei die von
0 bis P zuriickgelegte Bogenlange [ sei, und werden die Kompo-
nenten der Randspannungen in den Koordinatenrichtungen mit
px und p; bezeichnet, dann lassen sich diese beiden Aussagen
in folgende mathematische Form bringen:

l !

Frana = [ (z—2p) py di— [ (y— yp) pydl 8)
0 0
! !
oF o . oz [,
Dq ) Rend = —5r |1y dl — 5 | Px dl 9)
’ 0 0

Fiir das vorliegende Problem nach Bild 4 ergibt sich sofort,
wenn als Punkt O der in Bild 5 mit ,,1°‘ gekennzeichnete Punkt
gewihlt wird, am Rand z = a:

Fetpp(1—2 10.1
=3Py ( YT (10.1)
OF*O 9
— = (10.2)
am Rand y = b:
—5 b2 11.1
=13P (IL.1)
()F*2 b 11.2
3P (11.2)
7
_ 8 2 e
9 3 o 5
I ) R
=
1 =1
3
ol A7 e

Bild 6. Indizesverteilung nach Témoshenko und Goodier [27].

Werden die Differentialgleichungen durch Differenzenglei-
chungen ersetzt, die auf ein Rechtecknetz mit den Maschenweiten
Az und Ay angewendet werden, und werden die von T'imoshenko
und Goodier [27] eingefiihrten Indizes nach Bild 6 verwendet, dann
lauten die den GlIn. (6) und (7) entsprechenden Gleichungen:

1
ox == = (Fg 4+ F4—2 Fy)

P (12.1)
oy = @(Fl + F3— 2 Fo) (12.2)
Ty = Tagag Fo + Fiz— Fo— Fuo) (12.3)

§(6F0—4F1—4F3 + Fs + Fo) + Griagp 4 Fo—

—2(F1+4 Fs -+ F3 4 Fg) + Fe + Fs + F19 4 F12] +

1
—— (6 Fg—4F:—4F F Fpn)=0
+(Ay)4( 0 2 4+ F7 + Fu)

Im folgenden wird ein Quadratnetz mit der Maschenweite
Az = Ay verwendet. Die Gln. (12) und (13) lauten dann:

(13)

1
0x = g (Fo + F1— 2 Fo)

T (14.1)
oy = @ (F1 + F3—2 Fo) (14.2)
g = 7oz (Fa + Fro— Fo— Pio (14.3)

20 Fo— 8 (Fy + Fa + Fy + Fa) + 2 (Fg + Fg +

+ Fro+ Fi2) + F5s + F7 + Fg + F11 =0 (15)
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Bild 7. Spannungen und “Verschiebungen zweier Rechteckscheiben mit Seitenverhéltnis a/b = 0,4 unter
Randnormalspannungsverteilung parabolischer Form.
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Bild 8. Spannungen und Verschiebungen einer Rechteckscheibe mit Seitenverhiltnis a/b = 1,0 unter
Randnormalspannungsverteilung parabolischer Form.
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Bild 9. Spannungen und Verschiebungen einer Rechteckscheibe mit Seitenverhiltnis «/b = 3,0 unter Randnormalspannungsvertei-
lung parabolischer Form. Die nach der Differenzenmethode errechneten Werte sind ausgezogen dargestellt, die nach Weber und
Levin errechneten Werte sind, soweit sie von ersteren abweichen, gestrichelt dargestellt.

oF d F
o un @

folgende Differenzen mit der Indizesverteilung von Bild 6 ersetzt:

Die am Rande benotigten Werte werden durch

oF . 1
(()7)0 wird ersetzt durch 3 Az (Fy— Fg) | .
o7 1 . ‘ (16)
(0_?/)0 wird ersetzt durch T Ay (Fo— Fy)

Wird die Gl. (15) fiir jeden Netzpunkt im Innern der Recht-
eckscheibe angeschrieben, unter Beachtung der Werte der
Funktion I' am Rand nach den Gln. (10.1) und (11.1) und der
Werte der Funktion I in der aullen an den Rand anschlieflenden
Netzreihe nach den Gln. (10.2), (11.2) und (16), dann steht damit
ein System linearer Gleichungen zur Verfiigung, aus dem alle
unbekannten Werte der Funktion I' im Innern der Rechteck-
scheibe bestimmt werden konnen. Die Auflosung des Gleichungs-
systems geschieht im vorliegenden Fall nach dem Gauflschen
Algorithmus auf einer elektronischen Rechenmaschine. Fiir die
numerische Rechnung werden bei der Scheibe mit Seitenver-
hiltnis a/b = 0,4 4 - 10 Maschen im Scheibeninnern verwendet,
bei der Scheibe mit Seitenverhiltnis a/b =1 10 - 10 Maschen und
bei der Scheibe mit Scitenverhéltnis a/b = 3 18 - 6 Maschen.
Es wird b = 5 mm und p = 1000 kp/mm?2 gewihlt. Mit diesen
Werten ergibt sich, wenn der zum Punkt z = n Az, y = m Ay
gehorige Wert der Funktion F' mit Fny, mit der Dimension kp
bezeichnet wird, fir die Scheibe mit Seitenverhiltnis a/b = 0,4:

Foo= 7723634276  F,y = 4271,125 608 37
Fo= 4867115846  F,, = 4256,225 319 80
Fo = 570,96387276  F,, = 7155,129 005 75
P, = 543,60487769  F,, = 7151,077 216 10
Foy = 2010,297 311 38
Py, = 1987,140 570 64

fiir die Scheibe mit Seitenverhiltnis a/b = 1,

0:
oo = 1017,188339 35  F,, = 2687,75173291  F,, = 7292,366 718 44
= 951,293 61378 F, = 2639,985 772 91 F,, = 7282,108 936 31
— 762,64250586  F,, — 2503,062 53681  F,, = 7252,651 885 93
50 = 483,203 000 09 Fgy 2299,824 274 79 Fy = 7209,333 884 66
= 183,278 063 55 Fy, = 2081,115 436 98 F, = 7165,620 472 92

I

Foy == 1441,868 292 39
Py, — 1380,754 381 79
Fyy = 1205,725 996 33
Fy=— 946,28198285  F,, = 4440,427 915 83
Fo = 667,49271261  F, = 4308,783 643 51

fiir die Scheibe mit Seitenverhaltnis a/b = 3,0:

Foo = 753,328 19130  Fo, = 1086,198991 72 Ky, = 2084,815 704 73
Fl, = 752,211 21890 ), = 1085,39085700  F,, = 2084,597 509 41
Fap — 747,620639 23  F,, = 1081,995 57039 F,, = 2083,565 332 91
Fao= 13543540199 K, = 1072,767733 17 F,, = 2080,429 606 83
F,o = 707,596 811 01 Fy = 1051,30287427  F,, = 2072,555 977 63
Fyy = 651,049 281 54 Fyy = 1007,117 57274 Fy, = 2055,460 715 62
Foo— 548,514 13813 Py, = 92619863452  F,, = 2022,937 287 71
F,o = 385,420 16784  F, 796,646 857 81 Fap = 1969,729 770 74
oo = 172,121 876 22 Fy = 62693278042  Fy, = 1900,830 948 32

F oy = 4675,787 007 01
FLy = 4646,820 611 26
Fay = 4563,711 727 39

LA '
i

I
I

Aus den Werten der Funktion F lassen sich nach den Gln. (14.1)
bis (14.3) die Spannungen errechnen. Die Spannung ox am unbe-
lasteten Scheibenrand wird in zwei der Scheibenecke folgenden
Netzpunkten korrigiert, um die in diesen Punkten vorhandenen
und erkldrbaren groflen Ungenauigkeiten des Differenzenverfah-
rens auszugleichen.

Aus den Spannungen o und oy errechnen sich die Verzerrungen
ex und ¢y nach den bekannten Gleichungen:

1 1
& = E‘ (}'x—;?—l()’y

1 1
Ey = E O'y—;LO'x

Die Verschiebungen ergeben sich aus den Dehnungen nach
folgenden Gleichungen:

w= [ exdz + f1 (y)
v= feydy + fo (2)
Da das vorliegende Scheibenproblem symmetrisch zur z- und

y-Achse ist, da also w auf der y-Achse und v auf der x-Achse
gleich Null zu setzen sind, gilt:

(17.1)

17.2)

(18.1)
(18.2)

(19.1)
(19.2)
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(20.1)

(20.2)

Die Verschiebungen « und ¢ lassen sich also unabhiingig von
Txy errechnen.

Unter Verwendung der Differenzenrechnung ergibt sich fir
einen Punkt mit den Koordinaten x = n Az und y = m Ay:

1 1
Unm = (5 Exgm T &y m Tt e +§sxn’m)Ax (21.1)

2

In den Bildern 7 bis 9 sind die nach der Differenzenmethode
errechneten Spannungen und Verschiebungen fir die Seiten-
verhéltnisse a/b = 0,4, a/b = 1,0 und a/b = 3,0 dargestellt. Die
UngleichméBigkeit der Randspannungen oy gleicht sich mit der
Entfernung vom Rand aus. Es treten Spannungen ¢y von merk-
licher Grofie auf, deren Vorzeichen am belasteten Rand von der
Lage der grofiten Spannung p an diesem Rand abhingt. Die
dargestellten Verschiebungen des Scheibenrandes werden er-
rechnet fir p —= 105 kp/mm?2, d, == 1 mm, £ = 2,1 - 104 kp/mm?
und 1/m = 0,3.

1 1
Unm = (E Eyn.[) —|— l‘.yn,l —|— + gyn,m—l +_€yn,m) Ay (212)

SIS
™

Bild 10. Bezogene Verschiebung u von Scheibenecke und

Scheibenrgndmitte in Abhdngigkeit vom Seitenverhdltnis bei

einer Rechteckscheibe unter Randnormalspannungsverteilung
parabolischer Form.

In Bild 10 ist die nach GIl. (21.1) errechnete bezogenc Ver-
schiebung w« der Scheibenecke und der Scheibenrandmitte in
Abhidngigkeit vom Seitenverhiltnis a/b der Scheibe dargestellt.
Beide Kurven ndhern sich bei grolen Seitenverhiltnissen dem
Wert 1/3.

Die nach der Differenzenmethode errcchneten Spannungen konnen in
einzelnen Ifdllen mit den nach anderen Methoden crrechneten Spannungen
verglichen werden. Die Rechteckscheibe unter paraboliseh verteilten Rand-
normalspannungen wird von T'imoshenko [26; 27], Winslow [16], Weber und
Levin [34] und Kanlorovich und Krylov [31] behandelt.

Winslow behandelt mit der Methode der komplexen Veridnderlichen und
der konformen Abbildung dic Rechteckscheiben mit Seitenverhiltnis a/b = 1,0
und a/6 = 1,99. Die numerische Rechnung wird durchgefiihrt fiir die Span-
nungen ox und o, im Schnitt ¥ = 0 bei der Scheibe mit Seitenverhiltnis
a/b = 1,0 und fiir die Spannung ox im Schnitt @ = 0 bei der Scheibe mit
Seitenverhiltnis a/b = 1,99. Die Grofe des maximal méglichen Fehlers wird
fiir die Spannung ox im Punkt (x = 0, y = b) angegeben.

Timoshenko behandelt ausgehend vom Prinzip vom Minimum der Form-
anderungsarbeit mit der Ritzschen Methode die Rechteckscheiben mit Seiten-
verhiltnis a/b = 1,0 und a/b = 2,0. Die numerische Rechnung wird fiir die
Spannungen ox im Schnitt 2 = 0 durchgefiihrt.

Kantorovich und Krylov gehen von dem Ansatz nach TWmoshenko aus,
wenden dann aber die Mcthode von Galerkin an.

Weber und Levin behandeln mit der Rifzschen Methode unter Anwendung
des Trefftzschen Minimalprinzips die mit Einzelkriften belastete Rechteck-
platte und gehen dabei von der Losung fiir die mit parabolisch verteilten
Randnormalspannungen belasteten Rechteckscheibe mit Seitenverhaltnis
alb = 3,0 aus.

Im folgenden werden die von 7%moshenko und Winslow errechneten Span-
nungen in der quadratischen Scheibe mit den nach der Differenzenmethode
crrechneten Spannungen in der quadratischen Scheibe verglichen. Der
Losungsansatz von Weber und Levin wird fiir die Rechteckscheibe mit Seiten-
verhiltnis a/b = 3,0 numerisch ausgewertet. Die nach Weber und Levin
berechneten Spannungen werden cbenfalls mit den nach der Differenzen-
methode berechneten Spannungen verglichen.

In der nachfolgenden Tafel werden die nach der Differenzenmethode
crrechneten Spannungen oy und oy im Schnitt = 0 der quadratischen
Scheibe (Zeile I) mit den von Winslow (Zeile IT) und 7'imoshenko (Zeile 111)
crrechneten Werten verglichen. Die in der Tafel aufgefithrten Werte stimmen
weitgehend iiberein.

ylb 0,0 0216 0430 0,639 0,833 1,0

1 0,8404 08212 07421 0,638 05077  0,4181
> n 085 082 0728 0598 0479 =yl
) = {;
T 0,862 0,826 0726 0,595 0479 0417 .

I | —0,1318 —0,1292 —0,0956 —0,0580 —0,0206 —0,0
Do | —0141 —0,129 —0,096 —0,052 —0,014 —0,0
P | —o0138 —0,128 —0,007 —0,055 —0,016 —0,0

Der numerischen Auswertung des Losungsansatzes von [Weber und Levin
wird cine Zusatnmenfassung der Weber-Levinschen Methode vorangestelit, da
die Arbeit [34] bisher nicht verdffentlicht wurde.

by
2w b -
1 T
=1 T
Pl i
= By
- B =7
= kB
L | -
~ - 2a -

Bild 11. Das Scheibenproblem der Diplomarbeit von Levin [34].

Das Plattenproblem der genannten Arbeit wird auf das in Bild 11 dar.
gestellte Scheibenproblem zuriickgefiihrt. Die Randbedingungen lauten:

y=40b: oy =10 (22.1)
Ty = 0 (22:2y
r = 4 a: ox = —c[3y2—02]/b (23.1)
T3y =0 (23.2)

Unter Beachtung der Gin. (8) und (9) kann fiir die Spannungsfunktion an den
spannungsfreien Randern gesetzt werden:

y=4b: F=0
aFjay = 0

Dic Behandlung des Problems soll mit Hilfe von Exponentialfunktionen
geschehen, um die schon vorhandene Tabellierung dieser Funktionen aus-
zuniitzen.

(24.1)
(24.2)

n=123,...) (25)

/n (y) muB so gewihlt werden, daB F, die Bipotentialgleichung erfiillt. Hier
werden folgende biharmonische Kreisfunktionen verwendet:

Fn = fn(y) - Cosynz;

@n, = co8 yny Cos yp 2 (26.1)
Pno = sin yny Cos yn @ (26.2)

Daraus folgt: ]
Fpn = (an €08 yn ¥ + b o ¥ sin yq y) Cos yp x (27)

Dicser Ausatz unterscheidet sich von cinem Fourier-Ansatz darin wesentlich,
daB bei laufendem n die Periodenlingen nichit mehr ganzzahlige Vielfache
der Intervallinge sind (hier: cos yq y, Fourier: cos nw y/2 b).
Um dem spiiter verwendeten Minimalprinzip die einfachste Iform zn geben,
wird gesetzt:

1
T2 )’n2
Die Randbedingungen (24.1) und (24.2) licfern dic beiden Bestimmungs-
gleichungen fiir an/by und yn.

bn (28)

an yn b sin yp b

ba
sin2ypb=—29y,b6

cos yp b 29.1)

(29.2)
Unter Beachtung der Bedingung yqn # 0 ergeben sich aus den (in. (29.1) und
(29.2) yy und an/bn als komplexe Zahlen:
yrb=¢ +16, =2,10620+1-1,12537
yab = e, + 16, =5,35624 + 1i-1,55] 42
ay/by = a, + 18, = 1,650 61 — i - 2,059 98
aylby = ay + i B, = 2,057 69 —i-5,33299
Die zugehorigen Spannungsfunktionen werden cbenfalls komplex und miissen

nach Gl (30) in Real- und Imaginirteil aufgespalten werden, um dem
physikalischen Problem gerecht zu werden.

Fn=Fn1+iFnz (30)
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Diese Spannungsfunktionen erfiillen alle die Randbedingungen an den last-
freien Réndern, aber nicht die Randbedingungen an den belasteten Randern.
Hier treten zunichst Normal- und Schubspannungen beliebiger GroBe auf,
je nach Wahl der noch freien Koeffizienten. Bei Verwendung von 2 Spannungs-
funktionen ergeben sich als ,,zweite‘‘ Niherung die GIn. (31.1) bis (31.4). Die
beiden Sterne der Spannungskoeffizienten deuten die zweite Néaherung an.

P =d;;Fu+d:;F12+d“F21+‘122F22 (31.1)

03" = di] oxyy + d]] oxya + 4] oxar + 435 0xae (31.2)
oyt =d}) oyyy + di; oy + A3 oyoy + A3 Oyae (31.3)
wy = A3} txyn T A3 Tayre T 45 txyar + d3: Txy e (31.4)

Die gewiinschte Spannungsverteilung wird dadurch erreicht, da unter
Anwendung des 7'reffizschen Minimalprinzips die beiden Randbedingungen
an den belasteten Réindern gleichzeitig moglichst gut erfiillt werden. Ist Fy,
die wahre vorgegebene Spannungsfunktion am Rand, dann lautet das
Trefflzsche Minimalprinzip:

+b +a +b
aF, OA'F ta )
(A’F)2 dedy — 2 dy — Min. (32)
ox ox @
—b —a —b
Fiir ein Seitenverhiltnis der Scheibe a/b = 3,0 ergibt sich:
dy} = —13,09035 - 10-4 ¢ b?
d}y = — b5,16804 - 10-% ¢ b2
dy; =— 0,22725-10-% ¢ b*
dy; =— 0,29502 - 10-8¢ b

Mit den bekannten Werten an/bn, yn, dn} und dp; konnen die Spannungen
durch Differentiation der Spannungsfunktion (27) berechnet werden:

ox = djy oxyy + d); 0xya + A3} 0xoy + 3] Oxas
z x oz Loz
a,ml=Alcos;sncosszén—l}l sm?ensmién
& » x
Oxng = B, cos — 7 o cos[ on + A4, sm?ensmgén
1
A, = (l —Fan)cos%enCos%én—jﬁnsin%snSin-by— 6n —
1 Y Y 1 Y
—7%5,. sm?/sn Cos [f ot 5 6,, cos z en Sin 7 0o (33.1)
1 1 Y .Y
B, = — ﬁn cos — / en Cosl 6n — (l -3 an> sin - en Sin 0 Sn—
1 1 9
*;%6nsin%enCos%6n——:%sncos?: snSin%én
oy =dijoyn +dj; Uylz +dil oy + d3; Oy o
x %
Oyny = AZCos?sn cos & ép— B, Sm 7 & sin — 5 6n
z x . . ®
Oyng = BZCOS—E" cos—én + A¢_,szen sm76n
1 ¥
Ay = — 3 @n COS - enC05—6n+ ﬁnsin%e"Sin%6n+
1 1 ¥ 33.
+2 bsn smZenCos%én—,—%dncosTenSin%dn (33.2)
1 1
B2=7ﬂ cos[:enCos%d Zanzaane,.Sin%én«}—
1 1
+?%6nsin%s,.Cos'Zé +Z bencos[jsnSin%dn
Txy = 7] Ty + 475 txy e + 437 Txyer + A3 Txy o
. Z z x . ®
Txyny = A; Sin 78" cos Tdn — B, Cos—b—en sin Fé,,
x
Txyny = By Sin &n COS — 6,, + 4, Cos snsin F(Sn
1 Y Y Y o oo Y
Ay =— 3 (l—an)sm?sn(,os b 6p — 5 ﬂncos b en Sin 7 [ P (33.3)
1 1
——2-%5,1cos%sn(}os%an—‘—%6nsin%sn8m%6n
1
B3=—?(l—an)cos%en8m Z o6n + = ﬂnsm 4 en Cos Z S +
1y oy . 1 y 2
+§F£n81n%5nsln%6n Iy bénCOSZEnCO*’?‘Sn

Die nach den Gin. (33.1) und (33.2) errechneten Spannungen sind gestrichelt
in Bild 9 dargestellt, soweit sie von den nach der Differenzenmethode errech-
neten abweichen. Dabei ist der Spannung ox nach Gl. (33.1) die konstante
Spannung 2 ¢ b hinzugefiigt worden, um Ubereinst,immung mit der Rand-
belastung bei der entsprechenden, nach der Differenzenmethode behandelten
Scheibe zu erhalten. Die Ubereinstimmung der nach Weber und Levin und
der nach der Differenzenmethode errechneten Spannungswerte ist gut.

1.3 Die unendlich ausgedehnte Scheibe unter zwei
gegeniiberliegenden Laststreifen konstanter GroBe

Bild 12.

Die mathematischen Ausdriicke fir die Spannungen in der
durch eine Einzelkraft belasteten unendlich ausgedehnten
Scheibe werden von Love [54] angegeben. Mit der Bezeichnungs-
weise von Bild 13 gilt:

3m -+ 1 Pcosa 3m+1P z

T "qm w ¢ dm © 2% 4 2 BLL)
m—1 P cosa m—1P x
ST Tm Ry T dm nmig 4D
m—1P y
im TRt (34.3)
Bild 13.

Einzelkraft in der unendlich
ausgedehnten Scheibe.

Aus den Gln. (34) ergibt sich durch Umformen:

m—1P 1 3m+1 )

x=Im Tc(xZer)( n— 1 x3+xy~) (35.1)
m—1 P 1 3dm+1 .

oy =~ ;(szryZ)z(m——l xy~—x3_2xy2) (35.2)
m—1 P 1 3m+1 |

Txy = 4m ;(xz_’_yz)z(m_] x3y+y3) (353)

Tritt an Stelle der Einzellast ein Laststreifen in Richtung der
y’-Achse nach Bild 14, dann iiberlagern sich in jedem Punkt der
Scheibe die durch die in unterschiedlicher Entfernung vom
betrachteten Scheibenpunkt befindlichen Lastdifferentiale dP
verursachten Spannungsdifferentiale doy, doy und dry, zur
Gesamtspannung ox, oy und 7xy. Dies lalt sich mit der Be-
zeichnungsweise von Bild 14 mathematisch ausdriicken. Es gilt:

y=y —y* (36)
dP = p (y*) dy* (37
Y
I Bild 14. Laststreifen in
‘ Richtung der y-Achse
in der unendlich
ausgedehnten Scheibe.
7
L _
Aus den Gln. (35) bis (37) folgt:
- m—1 p (y*) dy* 3m+1 3
= P G — R me1 O T
+a(y — y*)z} (38.1)
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m—1 P (y*) dy* Zur Integration wird gesetzt:
doy = 5 == [— 23 +
dnm [0 + (¥ —y*)?2)2 t=y—y*
3m+ 1 y*=y—1t
— ' xR
( 1 2) x(y —y*) ] (38.2) dy* — — dt (a1)
m—1  py*) dy* . h=y—y, ’
— ' y¥)3 "
dryy dnm 22+ (y —y*)2P (y y*)3 + to=y—y.
3 1 Aus (40) und (41) folgt:
m ot x2 (y'_y*)J (38.3) us (40) und (41) folg )
m—1 L2
(" 3m+1
Fiir den Laststreifen konstanter Grofle gilt: m— 1 m—1 x84 x 8
*) — -y | - 42.1
py*)=p (39) T P 4tm (a2 + 12)2 ( :
Aus (38) und (39) folgt, wenn statt " nur y geschrieben wird: e
g 3 1 t2
m + /9,
@+ x (y —y*)2 3mAl ).
o‘=m_1p m—1 dg* (40.1) m—1 m—1 N at (42.2)
4mtm [22 4+ (y — y*)2J2 NETP o (@2 4 12)2 '
» </
Y1 u
Mam -
( = —2)x(y—y*)2—x3 2mtl ey e
m—1 m—1 " m—1 m—1
oy =3P dy*  (40.2) Ty =—P dt (42.3)
kg n [22 + (y— y*)z]z ™ m J (xz + t2)2
Y; t
yi Das Endergebnis der Integration lautet:
(*3m+1 N "
e 1 T C W=y —y*?
Ty = P dy* (40.3)
dmm J [2 + (y — y*)2]2 (Gleichungen siehe nichste Seite)
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Bild 15. Spannungen in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter einem Laststreifen konstanter Grofle.
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Bild 16. Spannung ox in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter einem Laststreifen konstanter GroBe.
Die Punkte sind mit Riicksicht auf die experimentelle Nachpriifung gewahlt.
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Bild 17. Spannungen in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter zwei gegeniiberliegenden Laststreifen
konstanter GroBe (Verhiltnis Streifenabstand zu Streifenlange a/b = 0,4).
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Die nach Gl. (43.1) errechneten Spannungen oy sind in den
Bildern 15 und 16 dargestellt. Die Last verteilt sich als Span-
nung ox je zur Hélfte auf die rechte (Zug) und linke (Druck)
Scheibenhilfte. Mit der Entfernung vom Laststreifen verteilen
sich diese Spannungen immer gleichméBiger. Die Hochst-
spannung tritt immer in einer Linie senkrecht zur Laststreifen-
mitte auf. Quer zu den Spannungen ox treten Spannungen oy
auf, die unmittelbar vor und hinter dem Laststreifen 1/m mal
so grof3 wie die Spannungen oy sind. Die Schubspannungen 7xy
nehmen an den Laststreifenenden unendlich hohe Werte an,
verursacht durch die besondere Unstetigkeit der Spannungen ox
an dieser Stelle.

Betrachtet man nun zwei gegeniiberliegende Laststreifen nach
Bild 14, dann wird das resultierende Spannungsfeld gewonnen
durch Superposition der durch die Laststreifen I und II ver-
ursachten Spannungskomponenten ox, oy, Txy. Die durch Last-
streifen I verursachten Spannungen ergeben sich aus den Gln.
(43.1) bis (43.3) durch die Transformation:

r=a—a (44)

Eine analoge Transformation wird fiir die durch Laststreifen 11
verursachten Spannungen durchgefiihrt:

=2 +a (45)

Die durch Laststreifen II verursachten Spannungen miissen
von den durch Laststreifen I verursachten Spannungen subtra-
hiert werden. Die errechneten Spannungsfelder fiir die Abmes-
sungsverhiltnisse a/b = 0,4, a/b = 1,0 und a/b = 3,0 sind in den

Bei Belastung der unendlich ausgedehnten Ebene durch zwei
gegeniiberliegende Laststreifen konstanter Grofe bilden sich die
Spannungen oy zwischen den Laststreifen als Druck, auBlerhalb
der Streifen als Zug aus. Bei einem Abmessungsverhéltnis
a/b = 1,0 werden durchschnittlich etwa zwei Fiinftel der Last als
Zug, drei Fiinftel als Druck in die Scheibe eingeleitet. Dies
Verhaltnis ist iiber die Streifenlinge nicht ganz konstant, in
Streifenmitte ist der Druckspannungswert hoher als an den
Streifenenden. In einer Linie senkrecht zur Streifenmitte fallt
die Druckspannung nur wenig zur Scheibenmitte hin ab, in
Linien senkrecht zu den Streifenenden ist der Abfall sehr steil.

Die Spannungen oy sind in Umgebung des Laststreifens am
hochsten. Die Schubspannungen 7yxy sind im ganzen Scheiben-
bereich niedrig, ausgenommen an den Streifenenden, an denen
die Schubspannungen unendlich groff werden.

Aus den Spannungen lassen sich die Verzerrungen errechnen,
aus den Verzerrungen die Verschiebungen. Dabei finden die
Gln. (17) und (20) Verwendung und es ergibt sich fiir die Ver-
schiebung u fir x = a:

P 1 V1 ’ o
u=—m(l+ﬁ> 3—7—n>§[(y—yz)ln(y—y,) —
—@y—y)In(y—y)2—(@y—y)In{da® + (y—y9,)%] +
+(y—y)In[4a®+ (y— 2/1)2]] —

Bi']‘:lem 17 bis 19 dargestellt,wobei an Stelle von 2’ nur x gesetzt —4 (1 — %) @ (arctg y 2_;/; — arctg y;uyl)} (46)
wird. 5
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Bild 18. Spannungen in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter zwei gegeniiberliegenden Laststreifen
konstanter GrofBle (Verhiltnis Streifenabstand zu Streifenlinge a/b = 1,0).
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Bild 19. Spannungen in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter zwei gegeniiberliegenden Laststreifen konstanter GroBe.
(Verhidltnis Streifenabstand zu Streifenlinge a/b = 3,0).

Bild 20. Bezogene Verschiebung « von Laststreifenende und
Laststreifenmitte in Abhéngigkeit vom Verhiltnis Streifen-
abstand zu Streifenlinge bei der unendlich ausgedehnten
Scheibe unter zwei gegeniiberliegenden Laststreifen konstanter

1
SIIS]
B

08

06—

a/b

Grolle.

In Bild 20 ist die nach Gl. (46) errechnete bezogene Verschie-
bung « in Abhéngigkeit vom Verhiltnis Streifenabstand zu
Streifenbreite a/b dargestellt. Die Verschiebung der Streifen-
mitte (Punkt 1) ist immer groBer als die Verschiebung der
Streifenenden (Punkt 2).

Weiter ist aus Bild 20 ersichtlich, dafl die Verschiebung u
im Verhiltnis zum Streifenabstand um so grofer ist, je kleiner
der Abstand der beiden Streifen ist. Dies findet seine Erkldrung
darin, dal bei kleinem Streifenabstand ein gréflerer Teil der
Streifenspannung als Druck iibertragen wird als bei grolem
Streifenabstand (s. Bilder 17 bis 19). Die Kurven in Bild 20
haben die Abszissenachse als Asymptote.

1.4 Die unendlich ausgedehnte Scheibe unter zwei
gegeniiberliegenden Laststreifen parabolischer Form

Bild 21

Es wird wieder zundchst vom Einzellaststreifen ausgegangen.
Anstelle der Gl. (39) in Abschnitt 1.3 tritt die neue Gleichung
fiir die parabolische. Lastverteilung:
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*\2 Das Ergebnis der Integration lautet:
p(y*)-p(%) (@) ¢ N oo 20 (1) — 27
2 _ /4 - CY—Y,) Y —2yy—y,)—x
Aus den Gln. (38), (41) und (47) folgt: %= 4ny'2{<l +m)[ 2% + (y —y,)? o
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X 4tm y;z (z2+t2)2 1
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Bild 22. Spannung ox in der unendlich ausgedehnten Scheibe unter einem Laststreifen parabolischer Form.
Die Punkte sind mit Riicksicht auf die experimentelle Nachpriifung gewahlt.
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Die nach GI. (49.1) errechneten Spannungen oy sind in Bild 22
dargestellt. Die Last verteilt sich als Langsspannung ox je zur
Hilfte auf die rechte (Zug) und linke (Druck) Scheibenhilfte.
Mit der Entfernung vom Laststreifen verteilen sich diese Span-
nungen immer gleichmafBiger. Die Hochstspannung tritt anfangs
in Nihe Streifenende, spéter in einer Linie senkrecht zur Streifen-
mitte auf.

Das Spannungsfeld bei zwei gegeniiberliegenden Laststreifen
wird wieder iiber die Transformation nach den Gln. (44) und (45)
und nachfolgende Subtraktion gewonnen. Nach den Gln. (17)
und (20) errechnen sich aus den Spannungen die Verzerrungen
und Verschiebungen. Es ergibt sich fiir die Verschiebung u fir

T =a:
1 i 1\2 . N
5 +_m ¥.2(y—y,)In

1 1\2 (y—y1)?
—— —_ *2 " e M W7 ]
2(1+m>y‘w v T e T

1 1\2 o1 1\ 1
+[5 1+n7)— tulam
1 ! 1 3) 1 5 Y4 a2
—\1t =3 (y,—y,)4a?—
1 8 1 y—y,
—4(1+E)|:%a3+(1——)y~ l[arctg 50
y—y; n o [1 Sy

1 1 (y—y)*
*5(1—;1)3/ (y—uv, )]llm—l—

1\[ 1 e AW
2|1+ g, =y )P —g |1 2y —

. (¥ —u, 3\ 1
—bin4ﬁ%iy_ﬂ ( )( —)gyﬁy—

y—y)?
4a + (y—y,)?

p

YT T an By

— arctg

)R In(y—y)2—(y—y)?In(y—y)*]—
—[da?+ (y—y)2 I In[4a® + (y—y;)%] +
+mw+w—¢mmmﬂ+w—mm} (50)

In Bild 23 ist die nach Gl. (50) errechnete bezogene Verschie-
bung w der Laststreifenpunkte 1 und 2 in Abhdngigkeit vom
Verhiltnis Streifenabstand zu Streifenbreite a/b dargestellt.
Gegentiber Bild 20 fallt die abweichende Kurventendenz des
Punktes in Laststreifenmitte bei kleinem Laststreifenabstand
ins Auge. Bei kleinem Streifenabstand kénnen zwischen den
Streifen in der Mitte nur geringe Spannungen herrschen, also
miissen auch die Verschiebungen klein sein. Der steilere Abfall
der Kurve fiir die Verschiebungen des Streifenendpunktes ist
aus der steilen Lastspannungsspitze am Streifenende zu erklaren.
Die bezogenen Verschiebungen sind bei allen Seitenverhaltnissen

06
04
_u £
a’p
oz Punki 2
\$
Punkt 1
0 1 2 3 A
a/b

Bild 23. Bezogene Verschiebung « von Laststreifenende und
Laststreifenmitte in Abhdngigkeit vom Verhiltnis Streifen-
abstand zu Streifenlinge bei der unendlich ausgedehnten Scheibe
unter zwei gegeniiberliegenden Laststreifen parabolischer Form.

kleiner als im Fall des Laststreifens konstanter Grofle. Beide
Kurven in Bild 23 haben die Abszissenachse als Asymptote.

1.5 Die unendlich ausgedehnte Scheibe mit stirnseitig
angeschlossenen, beidseitigen Rechteckpflastern
unter Zughelastung im Unendlichen

Die in den Abschnitten 1.1 bis 1.4 abgeleiteten Gln. (4), (5),
14), (21), (43), (46), (49) und (50) fiir die Spannungen und Ver-
schiebungen in Pflaster und unendlich ausgedehnter Scheibe ge-
statten unter Beachtung der geometrischen Zusammenhangsbe-
dingungen (3) und der Schnittkraftgleichgewichtsbedingungen (2)
die Errechnung der Spannungen und Verschiebungen in der
unendlich ausgedehnten Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen,
beidseitigen Rechteckpflastern unter Zugbelastung im Unend-
lichen. )

Die fir die Abmessungsverhiltnisse a/b =0, a/b = 04,
alb =10, a/b=3,0, a/b = o, dpy/ds = 0,5 und dp/ds = 1,0
nach den genannten Gleichungen errechneten Bestimmungs-
groflen der Spannungen in der Anschlufifliche opp/oa und
oBp + 0cp/oa sind in Bild 24 und 25 dargestellt. Die in das
Pflaster eingeleiteten Spannungen opp und opp + ocp steigen
an mit zunehmender Pflasterlainge und abnehmender Pflaster-
dicke. Die in die unendlich ausgedehnte Scheibe eingeleiteten
Spannungen ops und ggs + ocs steigen an mit zunehmender
Pflasterlinge und zunehmender Pflasterdicke. Die Spannungen
am Ende der AnschluBfliche op + o¢ sind durchwegs héher
als die Spannungen in der Mitte der AnschluBfliche op. Fiir alle
Kurven in Bild 23 ist ogp/oa bzw. opp + ocp/oa = 1,0 Asym-
ptote, die Spannung oy kann im Pflaster nicht groBfer als oa
werden.
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—2 =105
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Bild 24. Spannung opp bei der unendlich ausgedehnten Scheibe

mit stirnseitig angeschlossenen, beidseitigen Rechteckpflastern in

Abhingigkeit vom Seitenverhaltnis des Pflasters fiir zwei ver-
schiedene Verhaltnisse Pflasterdicke zu Scheibendicke.
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Bild 25. Spannung opp + ocp bei der unendlich ausgedehnten
Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen, beidseitigen Rechteck-
pflastern in Abhingigkeit vom Seitenverhiltnis des Pflasters fiir
zwei verschiedene Verhiltnisse Pflasterdicke zu Scheibendicke.

Bei bekannter Grofle der Spannungen in der AnschluBlfliche
kann das Spannungsfeld in der unendlich ausgedehnten Scheibe
und im Pflaster nach den schon genannten Gln. (4), ), (43)
und (49) in Abhéngigkeit von den Abmessungsverhaltmssen alb
und dp/ds bestimmt werden. Die Rechnung wird fiir die Span-
nung ox durchgefithrt bei Abmessungsverhiltnissen a/b = 0.4,
a/b = 1,0, a/b == 3,0 und dp/ds = 0,5, wobei die Punkte, in
denen die Spannung errechnet wird, unter Beriicksichtigung der
in Kapitel 2 dargestellten experimentellen Nachpriifung gewihlt
werden.
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Bild 26. Theoretisch ermittelte
Spannung oy fir die zugbela-
stete unendlich ausgedehnte
Scheibe mit stirnseitig ange-
schlossenen, beidseitigen Recht-
eckpflastern (Seitenverhéaltnis
alb = 0,4).

Bild 27. Theoretisch ermittelte
Spannung oy fiir die zugbela-

In den Bildern 26 bis 28 ist das Ergebnis der Rechnung
fiir ox dargestellt, wihrend das Ergebnis der Rechnung fiir
oy lediglich in Bild 42 und 43 zum Vergleich errechneter
und gemessener Spannungswerte verwendet wird. Die Span-
nungen ox in der unendlich ausgedehnten Scheibe steigen
vor dem Pflaster an und erreichen in der Linie 5 mm vor
dem Pflaster ihren Hochstwert in der Mitte des Pflaster-
randes. Neben dem Pflaster fallen die Spannungen oy ab,
dieser Abfall ist in der Linie unmittelbar neben dem Pflaster
am stdrksten. Punkte auf dem Pflaster und Punkte gleicher
Lage in der unendlich ausgedehnten Scheibe tragen in
erster Naherung gleiche Spannung.

Da nach den Bildern 26 bis 28 die Spannungen ox in
Scheibe und Pflaster anndhernd gleich groBl sind, kann bei
den gegebenen Verhiltnissen angenommen werden, dall auch
die Verzerrungen ex und die Verschiebungen u in Pflaster
und Scheibe annahernd gleich grof sind und daf} ein zusitz-
licher flankenseitiger oder flichenweiser AnschluB3 des Pflasters
das Spannungsfeld nicht allzusehr dndert. Die Spannungs-
verteilung beim stirnseitig angeschlossenen Pflaster ist an-
ndhernd dieselbe wie beim ringsherum angeschlossenen
Pflaster.

Die nach den GIn. (5), (21), (46) und (50) berechneten
bezogenen Verschiebungen = der AnschluBfliche sind in
Bild 29 dargestellt.

y/b
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Bild 28. Theoretisch ermittelte

Spannung oy fiir die zugbela-
stete unendlich ausgedehnte
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Scheibe mit stirnseitig ange-
schlossenen, beidseitigen Recht-
eckpflastern (Seitenverhéltnis
alb = 3,0).
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04 a/b sicher falsch, und auch bei kleinerem Abmessungsverhiltnis
Plaster ist in Wirklichkeit an der Pflasterecke kein unendlich steiler
Ev'oé 02 })7/ Abfall der Schubspannung 7y, vorhanden.
* = | Soheite Um den grundsitzlichen Rechnungsgang zu zeigen, wird im
folgenden mit der Annahme parabolisch verteilter Schub-
0 025 05 075 10

y/b

Bild 30. Bezogene Verschiebung v der Anschluf3fliche von Pflaster
und unendlich ausgedehnter Scheibe fiir ein Seitenverhaltnis des
Pflasters a/b = 1,0.

Die nach den Gln. (5) und (21) sowie aus den in den Bildern 27
und 42 dargestellten Spannungen berechneten bezogenen Ver-
schiebungen v der Anschlufifliche sind in Bild 30 dargestellt. Die
Rechnung wird fiir ein Abmessungsverhiltnis des Pflasters
a/b = 1,0 durchgefiithrt. Die geometrischen Zusammenhangs-
bedingungen werden also verhaltnismafig gut erfiillt. Die fir
die niherungsweise Berechnung der Spannungen in Scheibe und
Pflaster getroffenen Annahmen kommen der Wirklichkeit sehr
nahe.

1.6 Anwendung der dargestellten Lésungsmethode

auf die unendlich ausgedehnte Scheibe mit flankenseitig

angeschlossenen, beidseitigen Rechteckpflastern

unter Zugbelastung im Unendlichen

Die beschriebene mathematische Behandlungsweise, namlich

die Annahme einer bestimmten Spannungsverteilung in den
Anschluflflichen und die Erfilllung der geometrischen Zu-
sammenhangsbedingungen in einzelnen Punkten der Anschlul3-
flache kann auch beim flankenseitig angeschlossenen Rechteck-
pflaster Anwendung finden. Die Annahme parabolisch verteilter
Schubspannungen xy in der AnschluBfliche nach Bild 31 ist
sicher nur eine sehr grobe Naherung, wie sich auf Grund nach-
triaglicher Kontrollrechnungen fiir die Verschiebungen w der
Anschlufiflache ergibt. Sie ist bei groBem Abmessungsverhiltnis
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Bild 31. Fiir die theoretische Behandlung der der zugbelasteten

Scheibe mit flankenseitig angeschlossenen, beidseitigen Recht-

eckpflastern angenommene Spannungsverteilung in den An-
schluBflachen, dargestellt fir dp/ds = 1,0.

spannungen Tyx in den Anschlulflichen nach Bild 31 die unend-
lich ausgedehnte Scheibe mit flankenseitig angeschlossenen,
beidseitigen Rechteckpflastern unter Zugbelastung im Unend-
lichen behandelt. Das Abmessungsverhaltnis a/b ist 1,0, das
Abmessungsverhiltnis dp/ds = 0,5.

Die Schnittkraftgleichgewichtsbedingungen lauten:

Tps ds dx = 2 Tpp dp do (51)

Dabei ist 7ps die am Punkt 2 in der unendlich ausgedehnten
Scheibe angreifende Schubspannung, tpp die am Punkt 2 des
Pflasters angreifende Schubspannung. tps und 7pp sind Be-
stimmungsgroflen der die Spannungsverteilung in der Schnitt-
flache kennzeichnenden Parabeln.

Aus Gl. (51) folgt:

Tps = 2 — Tpp (52)

ds
Die Annahme parabelformig verteilter Spannungen in den
Anschlufflichen bedingt, da die geometrischen Zusammen-
hangsbedingungen in z-Richtung aufler in der Mitte der Anschluf3-
flache aus Symmetriegriinden nur noch in einem weiteren Punkt
der Anschlufliche erfiillt werden koénnen. Dafiir wird der
Punkt 2 (Bild 31) gewahlt. Die geometrischen Zusammenhangs-
bedingungen in y-Richtung konnen in keinem Punkt der An-
schlufllinie erfiillt werden.

Ist u2 as die im Punkt 2 der unendlich ausgedehnten Scheibe
durch o4 verursachte Verschiebung in z-Richtung, uaps die im
Punkt 2 der unendlich ausgedehnten Scheibe durch die durch
Tps gekennzeichneten, parabolisch verteilten Spannungen ver-
ursachte Verschiebung, u2pp die im Punkt 2 des Pflasters durch
die durch 7p, gekennzeichneten, parabolisch verteilten Span-
nungen verursachte Verschiebung, dann gilt:

(53)

Die im folgenden durchzufithrende mathematische Behand-
lung fiir die Abmessungsverhiltnisse a/b = 1,0 und dp/ds = 0,5
umfaflt analog zu den Abschnitten 1.1 bis 1.4 die Errechnung
der Spannungen in einer quadratischen Scheibe unter parabolisch
verteilten Randschubspannungen nach der Differenzenmethode
und die Errechnung der Spannungen in der unendlich aus-
gedehnten Scheibe unter entsprechenden Laststreifen im Innern,
ausgehend von dem Lésungsansatz von Love [54].

U2 As — U2Ds = U2Dp

Die Anwendung der Differenzenmethode auf die quadratische
Scheibe unter parabolischer Randschubspannungsverteilung
geschieht in der in Abschnitt 1.2 dargestellten Art und Weise,
wobei sich als Randbedingung fiir die Spannungsfunktion mit
Tpp = P ergibt:

r=a: F=0 (54.1)
oF
=0 (54.2)
y =b: F=0 (55.1)
oF P
@ =3 [3 — a3] (55.2)

Die errechneten Spannungen ox, oy, 7xy sind in Bild 32
dargestellt. Es treten hohe Zugspannungen ox am belasteten
Rand auf, die mit den Schubspannungen des Randes und den
Druckspannungen der Scheibenmitte im Gleichgewicht stehen.
Es treten Druckspannungen oy am Rand und Zugspannungen oy
in Scheibenmitte auf. Die Schubspannungen 7xy nehmen zur
Scheibenmitte hin rasch ab. Die Werte der Funktion ¥ in kp
lauten mit der in Abschnitt 1.2 verwendeten Indexverteilung
bei Verwendung von 10-10 Maschen fiir b = 5 mm und
p = 1000 kp/mm2:

(Zahlentafel siche nachste Seite)
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Fop=—1836,20745531 Fo, = — 1842,44329456 F,, — — 1181,609 649 31 ( T )
Fyo=—1699,04067704 F,, = —1719,47678797 F,, =— 1131,56638489 |y
Fao=—1316,38533920 F,, — — 1367,45802952 F,,=— 971,771 11906 .

Fyo=— 781,04287285 F,,—— 849,60100163 F,,=— 690,23142155 B e i
Fyo=— 261,66180642 F,,=— 307,64617095 F,, =— 312,99357096 S
Foy=—1847,82062701 F o, = — 1694,045871 40 ) | ‘ T A
Fy =-—1713,51481135 F,,=—1597,74357365 ‘ J Jj lJ,HJ plz’)
Foy = 802,33940308 F,,=—1311,70049145 | L ‘
Fg=— 802,33940308 F,,—— 861,62224286 | ot
Fy =— 27422450847 F,, —— 342,50028723
Bild 33. Laststreifen in Richtung der z-Achse in der unendlich
ausgedehnten Scheibe.
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Bild 32. Spannungen in einer Rechteckscheibe mit Seiten-
verhiltnis a/b = 1,0 unter Randschubspannungsverteilung
parabolischer Form.

1.4 vom-Einzelstreifen ausgegangen:

Fiir einen Laststreifen in Richtung der z-Achse nach Bild 33 gilt:
(56)
(57)

r=a —x*

dP = p (x*) dx*

Aus den Gln. (35), (56), (57) folgt, wenn statt 2" nur « geschrieben

wird :

m—1 p (x*) da* 3m+1
Oy = A [(I—I*)z ¥ y.z]z [ m—1 (x-—x*)3 +
+ (z— x¥*) sz (58.1)
m—1 p(x*) dx 3m+1
gy =~ dnm [(x—a*)2 + y2]2[ m—1 (z—a®) y*—

— (r—2*)3—2 (x — a*) yz} (58.2)
m—1  p(z*)da* 3m+1

drxy = dmm [(x——x*)2+y2]2[m—l (z—a*)Py +4%| (58.3)

Die parabolische Schubspannungsverteilung ist gegeben durch:

2%\ 2
p*)=p (l—) fir 0= a* =« (59.1)
2%\ 2
px)=—p (x) fir o <2*<0 (59.2)
Zur Integration wird gesetzt:
w=x—z*
*=x—w
* = ——
dz dw (60)

r*2 = 22— 22w + w?
wyp=x—0
wy =x— 1, J

Aus den Gln. (58), (59.1) und (60) folgt fir die Spannungen ox
und oy infolge der Schublast zwischen z* = 0 und 2* = z;:

z3m+l

m—1

(w? + y?)2

3 2
m—1 p w3+ wy

Ox = dw —

4tm a?z
wo

Wy
3m+1
m—1

(w2 + y2)2

wd 4 w?y?
—2x

dw +

wo

+ dw
(w? + y?)?

(61.1)

wo
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W, 1 2 1
Sm+1 V__p__] 2 12y [ = (¢ | us—
Lu)y(z——‘w:}—Zwyz "= 47':Ex'2lln (w?4 y)[G <3+m m,‘Z)w
m—1 p | m—1 :
Oy =77 =2 |* ; 9 duer — 1 2
Tmox, (w? - y?)? —— (3 4+ —— ) x w2 ( ) 2 w—
et 2 m - m?
1 ~ 6 " Y
GL R —slntm B 45y ) Yot )+
_— —wd — 2w
m—1 " yr—w v 1 1
duw + +t1+—] [— |1 —|— Y422y arctg——
(w? + y2)? "
2 g 1 R
v ) + 4 FL*’F w3 + 2w —
i# w? Y2 — wd — 2w y> W 641
m— — 4.
dw (61.2) (640)

(w? + y*)?

Wi

Das Ergebnis der Integration lautet:

4 In (42 2 |1 3 AP 5 3.2 .
Ux:—4n_xn;2 n(y“+7ﬂ) + x—g b+ )y

1
+ 4 (2+ )xyarctg +(3+;@>(—2xw+§w2)+

. 1\ —22w2—2xy2w -+ y2w? 62.1)
L ™ y? 4 w? § |wo '
1 ! 1 L) o
Oy = — n (y% + w?) —5\1= = x4+
1 3 " ¢ w
E —|— — 4 xyarctg m =
xz w? + 2 2y w—y? w?
y2 4 w? +
1 1 e
—1—(1——) {wa—‘—wz” (62.2)
m 2 -

Die Spannungen oy und oy infolge der Schubbelastung zwischen
2* =2 und a* =0 ergeben sich aus den Gln. (58), (59.2)
und (60). Gegeniiber den Gln. (61) und (62) &ndern sich nur die
Vorzeichen und die Integrationsgrenzen.

Setzt man die Integrationsgrenzen ein mit z — — 5 und
%, = + 5, dann ergibt sich die Spannung oy infolge der
Schubbelastung zwischen x] und x; zu:

[y + (e—5)2) [y +
PRERFRE

5 x
* — 2 arctg —) —
Y Y

P T (x+-5)?]
Oox = — 100 {(1 652 2,9542)In —+

%
+ arctg

+ 9,2xy(arctgx
1,3 (x—5)
P+ @—5)2
1,3 (@ +5)
“FEr o T

+ 25224+ 82,5}

(22 (2 —5) + 2z + 5)]—

+5) + ¢ (@ —5)] +
(63)

Die nach Gl. (63) berechneten Spannungen ox in der Linie
y = 0 sind in Bild 34 dargestellt. Die Druckspannungen im
mittleren Bereich gehen noch vor dem Streifenende auf Null
zuriick. Am Ende des Schubspannungsstreifens, also dort, wo
die Schubspannungen von dem endlichen Wert p auf Null
abfallen, wird eine unendlich grofle Zugspannungsspitze erreicht.
Die Zugspannungen nihern sich dem Wert Null bei gréferer
Entfernung vom Streifenende.

Aus den Spannungen ox und oy lassen sich nach der Gl. (17)
die Verzerrungen ex und ey errechnen, aus den Verzerrungen
durch Integration nach Gl. (20) die Verschiebungen » und ». Fiir
die Verschiebung u infolge der Schubbelastung zwischen z* = 0
und z* = z; ergibt sich:

d
AJ.;ZU

Bild 34. Spannung oy unter einem Schubspannungsstreifen
parabolischer Form in der unendlich ausgedehnten Scheibe.

Ein nur im Vorzeichen und in den Integrationsgrenzen sich
unterscheidender Ausdruck ergibt sich fiir die Verschiebung u
infolge der Schublast zwischen a* = z] und z* = 0. Mit den
Integrationsgrenzen x, — —5 und z, = 4 5 ergibt sich fiir
die Verschiebung « der Linie 2 = 5 infolge der Schubbelastung
zwischen x; und z; zu:

2
100mE

"= {— 17,22 y2 Iny? 4 (146—17,2242) In (y2 + 100) —
5 3
— (32— 17,22%) 2Tn (42 + 25) + L17 ¢ (7 N
tg L 2 aretg L) 1+ (130 y—1.6942) (arctg 2
+arcg10— arcg5)+( y—1, y)arcgyi

5
— 2 arctg —) + 147 } (64.2)

Bild 35. Bezogene Verschiebung « der Linie AA senkrecht zum
Endpunkt eines Schubspannungsstreifens parabolischer Form in
der unendlich ausgedehnten Scheibe.
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Die nach Gl. (64.2) berechneten bezogenen Verschiebungen u
sind in Bild 35 dargestellt. Sie nehmen von einem Hochstwert
am Laststreifenende nach beiden Seiten hin stark ab und niahern
sich bei groler Entfernung vom Laststreifenende dem Wert Null.

Wird mit G1. (64.2) einmal die Transformation (65), zum anderen
die Transformation (66) durchgefiihrt und werden die resultie-
renden Gleichungen addiert, dann kann damit die bezogene
Verschiebung « an den Punkten 1 und 2 der unendlich aus-
gedehnten Scheibe unter zwei gegeniiberliegenden Laststreifen
nach Bild 31 berechnet werden.

y=y —b (65)
y=y +b (66)

In Bild 36 sind diese bezogenen Verschiebungen u dargestellt,
wobei an Stelle von y” nur y gesetzt wird.

08
P//as/%J
06
/ <Scheibe
u £ / /
Ty ¥ /
02
0 025 05 075 10
71

Bild 37. Bezogené Verschiebung u der AnschluBflache von Pflaster
und unendlich ausgedehnter Scheibe fiir ein Seitenverhéltnis des
Pflasters a/b = 1,0.

Mit den nach der Differenzenmethode und nach der Gl. (64.2)
errechneten Verschiebung » im Punkt 2 des Pflasters und der
unendlich ausgedehnten Scheibe ergibt sich bei Anwendung der
Gln. (52) und (53) fir Tps/oa der Wert 0,81. Zur Kontrolle der
Genauigkeit des Niherungsansatzes fiir die Spannungen in der
AnschluBfliche sind in Bild 37 die nach den Gln. (21) und (64.2)
errechneten bezogenen Verschiebungen u der Anschlufifliche
dargestellt.

2. Das Spannungsfeld in einem breiten Zugstab
mit beidseitig angeschlossenen Rechteckpflastern
(Experiment)

Die Spannungsfelder in den Bildern 26 bis 28 werden auf
Grund theoretisch abgeleiteter Gleichungen errechnet, die als
Niherungslosungen anzusehen sind. Eine experimentelle Be-
statigung ist daher notwendig.

Die unendlich ausgedehnte Scheibe wird im Versuch durch
einen Zugstab ersetzt, dessen Breite und Linge die Pflaster-
abmessungen merklich iibersteigt. Aus der theoretischen Losung
ist ja schon zu ersehen, daf die durch das Pflaster verursachten
Spannungen mit der Entfernung vom Pflaster rasch abklingen,
ein Zugstab geniigend groBer Breite und Lénge kann also im
vorliegenden Fall die unendlich ausgedehnte Scheibe ersetzen.

Bild 36. Bezogene Verschiebung
der Punkte 1 und 2 in der

0 unendlich ausgedehnten Scheibe
unter zwei Schubspannungsstreifen
parabolischer Form.

Bild 38. Zugstab und Kraftmelbiigel

betriebenen Belastungsvorrichtung.

in der hydraulisch

Zugstabe und Pflaster werden aus 2 und 1 mm dickem Tief-
ziehblech St 13.04 mit verbesserter Oberfliche hergestellt, die
Abmessungen sind aus Bild 40 und 41 ersichtlich.

Eine einwandfreie Verbindung von Pflastern und Zugstab
an den Stirnseiten des Pflasters macht grofie Schwierigkeiten.
Sowohl das Schweillen als auch das Loten einer Hohlkehlnaht
verursacht durch das ungleichméiBige 6rtliche Erwédrmen in den
verhéltnismafBig dimnen Blechen so grofle bleibende Verfor-
mungen, daf diese Bauteile trotz Nachrichtens fiir eine genaue
Spannungsermittlung zum Zwecke des Vergleiches mit errech-
neten Werten ungeeignet sind. Der Versuch, den Warmeverzug
dadurch zu umgehen, daf an Stelle der Hohlkehlnaht eine Reihe

Bild 39. Induktiv wirkender Dehnungsaufnehmer mit magne-
tisch wirkender Aufspannvorrichtung.
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von Kerbstiften als Verbindungselement zwischen Pflastern und
Zugstab verwendet wird, hat keinen lirfolg. Die Kraftiibertra-
gung von der Bohrung des Zugstabes iiber den Kerbstift zur Boh-
rung des Pflasters ermoglicht so grofle Verschiebungen zwischen
der AnschluBfliche des Pflasters und der Anschlullfliche des Zug-
stabes, dall das Pflaster keine nennenswerten Spannungen tréigt.

Aus diesem Grunde werden die Spannungsmessungen an Zug-
stiben mit beidseitigen, flichenweise angeschlossenen Pflastern
durchgefiihrt. Unter ,,flichenweisem Anschluf3** wird ein Auf-
kleben oder Verbinden in der ganzen Pflasterebene verstanden.
Aus Abschnitt 1.5 geht hervor, dall das Spannungsfeld bei
stirnseitigem und flichenweisem Anschlul der Pflaster weit-
gehend iibereinstimmt. Als Verbindungsmittel wird das Zinnlot
Casto-Tin verwendet, welches bei ca. 250°C dinnfliissig wird.
Zugstab und Pflaster werden mit zwischengelegtem Lot auf-

v A000D do o
v Acay ev~

4 @0

einandergespannt und in einem Ventilatortrockenschrank auf
ca. 300°C gleichmiBig erhitzt. Durch diese MaBnahmen gelingt
es, den Wirmeverzug bis auf eine schwache Krimmung in
Zugstablangsrichtung zu vermeiden. Die genannte schwache
Kriimmung 148t sich durch eine Vorlast bei der Spannungs-
messung weitgehend beseitigen.

Die Zugstibe werden in der in Bild 38 dargestellten Art und
Weise belastet. Sie werden zusammen mit einem vorgeschalteten
Ringkraftmesser (Bauart Dr. Wazau) in eine hydraulisch be-
triebene Belastungsvorrichtung eingespannt. Es wird darauf
geachtet, dall die Kraft zentrisch und genau in Richtung des
Zugstabes eingeleitet wird. Die Hochstlast betriagt 3690 kp, die
Vorlast 338 kp, der Differenz von 3352 kp entspricht eine Span-
nung im ungestorten Bereich des Zugstabes von 10,49 kp/mm?,
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Bild 40. Gemessene Spannungen ox und oy in einem Zugstab mit beidseitigen, aufgeloteten Pflastern mit Seitenverhiltnis b = 1,0.
Die ausgezogenen Linien verlaufen durch die Mittelwerte der Spannungen simtlicher Symmetriepunkte.
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Zur Bestimmung der Spannungen wird ein induktiv wir-
kender Dehnungsaufnehmer nach Thum, Svenson und Weiss [55],
Bild 39, verwendet. Die beiden Spitzen dieses Gebers, von denen
eine fest, die andere beweglich ausgebildet ist, werden durch
Federkraft in 2 mm Abstand (,,MeBstrecke* I) in die Bauteil-
oberfliche gepreft. Dehnt sich das Bauteil, dann dndert sich die
MeBstrecke. Die MeBstreckenanderung Al wird iiber eine mecha-
nische Hebeliibersetzung auf die als Anker dienende Membran
zwischen zwei Spulen mit Eisenkernen tibertragen. Der Anker

Verzerrungen ¢y und ¢y bestimmt werden. Der Dehnungsauf-
nehmer wird an jeder Mefistelle zweimal aufgespannt, bei jeder
Aufspannung wird das Bauteil zweimal be- und entlastet. Ein
mittlerer Fehler von 1,09, von ey ist zu erwarten.

Die Spannungen ox und oy werden aus den Dehnungen ey
und &y nach den bekannten Gln. (67.1) und (67.2) errechnet,
wobei ein Elastizitdtsmodul £ = 2,1 - 104 kp/mm?2 und eine
Poissonsche Zahl m = 10/3 zugrunde gelegt werden:

4

andert die Luftspalte und damit die Induktivititen der Spulen, Ox = E ( ex - l e )
die als dritter und vierter Zweig in eine Wechselspannungsbriicke 1 — (1)2 m Y (67.1)
nach Wheatstone geschaltet sind. Die Verstimmung der Briicke, m
gemessen als Stromstidrkendnderung am Briickenquerzweig,
ist der MeBstreckendnderung Al, bei kleinem Al also der oy = _E__ (6/ + i 8x)
Verzerrung & = AlJl direkt proportional. Uber einen Eichwert 1— 1 P\Y T om (67.2)
konnen aus der Stromstarkenanderung am Briickenquerzweig die n
yd N
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Bild 41. Gemessene Spannungen ox und oy in zwei Zugstdben mit beidseitigen, aufgeloteten Pflastern mit Seitenverhiltnis
a/b = 0,4 und a/b = 3,0. Die ausgezogenen Linien verlaufen durch die Mittelwerte der Spannungen sémtlicher Symmetriepunkte.
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Die MeBpunkte auf Zugstab und Pflaster ordnen sich nach
waagrechten und senkrechten MeBlinien, Bild 40 und 41. Waag-
rechte MeBlinien werden in die Mitte des Zugstabes, 5 mm vor
und hinter den Pflasterrand, im Abstand Pflasterlinge von der
Zugstabmitte und in den ungestorten Bereich gelegt. Die Lage
der Linien 5 mm vor und hinter der Pflasterkante ergibt sich
unter Zugrundelegung der Annahme, daB in diesem Schnitt die
Spannungen wieder gleichméfig tiber Pflaster und Zugstabdicke
verteilt, die Biegeeffekte der Kraftumlenkung also abgeklungen
sind. Die senkrechten MeBlinien werden in Zugstabmitte, in
Hohe Pflasterrand, zwischen Pflasterrand und Zugstabrand und
an den Zugstabrand gelegt.

Bei allen Zugstiiben wird jeweils an der Vorder- und Riickseite
des Bauteiles gemessen, um iiberlagerte Biegespannungen er-
kennen zu konnen. Das Spannungsfeld des Zugstabes mit qua-
dratischen Pflastern (Bild 40) wird vollstindig ermittelt, das
Spannungsfeld der beiden anderen Zugstabe (Bild 41) wird nur
in einem Symmetrieviertel ermittelt.

Das Ergebnis der Messung ist in Bild 40 und 41 dargestellt.
Die weilen Symbole beziehen sich auf die Bauteilvorderseite,
die schwarzen Symbole auf die Bauteilriickseite. In Bild 40

erhalten die Spannungswerte jeder MeBlinie ein eigenes Symbol,
in Bild 41 erhalten die Spannungswerte von Zugstab und Pflaster
eigene Symbole. Die genannte Zuteilung von Symbolen ist not-
wendig, um Spannungswerte und Mefipunkte einander eindeutig
zuzuordnen.

Die trotz der sehr sorgfiltigen Herstellung des Bauteiles auf-
tretenden Unterschiede der Spannungswerte symmetrisch liegen-
der MeBpunkte werden auf sehr kleine, die Spannungsverteilung
trotzdem entscheidend beeinflussende Form- und Krafteinlei-
tungsungenauigkeiten zuriickgefithrt. Unter der Annahme, daf
in erster Linie iiberlagerte Biegungen die genannten Unterschiede
der Spannungswerte verursachen, wird das arithmetische Mittel
der Spannungswerte von Symmetriepunkten errechnet und eine
Kurve durch diese Mittelwerte gelegt. Diese ,,Mittelwertskurven**
werden fiir den Vergleich mit den errechneten Spannungswerten
verwendet. Aus Bild 40 und 41 ist ersichtlich, daf} die Spannungs-
werte einzelner Punkte zum Teil erheblich vom jeweiligen Mittel-
wert abweichen. Eine Einzelmessung ist also trotz hoher Ge-
nauigkeit des MeBgeriites und sorgfiltiger Herstellung und Be-
lastung des Bauteiles durchaus nicht allgemeingiiltig. Dies gilt
zumindest fir alle diinnwandigen Bauteile.
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Bild 42. Vergleich der gemessenen Spannungen oy und oy (ausgezogene Linien) mit den entsprechenden errechneten Spannungen
(gestrichelte Linien) bei einem Seitenverhéltnis des Pflasters a/b = 1,0.
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Bild 43. Vergleich der gemessenen Spannungen ox und oy (ausgezogene Linien) mit den entsprechenden errechneten Spannungen
(gestrichelte Linien) bei Seitenverhéltnissen des Pflasters a/b = 0,4 und a/b = 3,0.

3. Vergleich von errechneten und
gemessenen Spannungen

Die in Bild 40 und 41 dargestellten Spannungsmittelwerte
werden zum Zwecke des Vergleichs mit errechneten Spannungs-
werten auf die mittlere Spannung oy, der Reihe z/a = 22,5 baw.
der Reihen z/a = 4 9 bzw. der Reihe z/a = 3 bezogen. Diese
mittlere Spannung betrigt bei dem Zugstab mit kurzen Pflastern
(a/b = 0,4) o = 10,62 kp/mm?, bei dem Zugstab mit quadra-
tischen Pflastern (a/b = 1,0) oy = 10,57 kp/mm?2, bei dem Zug-
stab mit langen Pflastern (a/b = 3,0) om = 10,69 kp/mm2. Der
Unterschied zu dem aus aufgebrachter Last und Nennquerschnitt
des Zugstabes errechneten Wert von 10,49 kp/mm?2 erklirt sich
aus nachweisbaren Abweichungen der tatsichlichen Blechdicke
von der Nennblechdicke. Die bezogenen Spannungsmittelwerte
0x/om und oy/oym der Bilder 40 und 41 sind in den Bildern 42
und 43 als ausgezogene Linien dargestellt. Thnen gegeniiber-
gestellt sind als gestrichelte Linien die errechneten Werte ox/oa
der Bilder 26, 27 und 28 und die ebenfalls errechneten Werte
oy/oa. Die gestrichelten Linien sind nur dort eingezeichnet, wo
sie nicht mit den ausgezogenen Linien zusammenfallen, sie
enden jeweils bei zfa = 4 2.

Aus Bild 42 und 43 ist ersichtlich, dal} errechnete und gemessene
Spannungswerte zum Teil sehr genau ibereinstimmen. Dafl an
manchen Stellen Unterschiede vorhanden sind, ist weniger auf

Mingel der Rechnung als auf Mangel der Versuchsdurchfithrung
zuriickzufithren. Anstelle der unendlich ausgedehnten Scheibe
werden Zugstibe verwendet, die Lotverbindung entspricht nur
unvollkommen den bei der Rechnung gemachten Voraus-
setzungen, Form- und Krafteinleitungsungenauigkeiten sind
vorhanden.

4. Das Spannungsfeld in der Umgebung
der AnschluBBflachen

Es wird in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt, daB das
Spannungsfeld in einer gezogenen, unendlich ausgedehnten
Scheibe mit stirnseitig angeschlossenen, beidseitigen Rechteck-
pflastern auBler in Umgebung der AnschluBflichen niherungs-
weise theoretisch dargestellt werden kann, sofern nur die
Scheiben- und Pflasterdicken ds und dp geniigend klein sind
gegeniiber der Lange 2a des Pflasters. Es wird darauf hingewiesen,
dafl in Umgebung der Anschluf3flichen kein annéhernd ebenes
Spannungsfeld vorliegt. Auch wenn die Dicken von Pflaster
und Scheibe klein sind gegeniiber der Pflasterlinge, so sind diese
Dicken dennoch endlich, und es miussen die Schnittkrifte aus
der Mittelebene der Scheibe in die Mittelebene des Pflasters
umgelenkt werden. Diese Umlenkung geschieht im allgemeinen
iber eine hidufig als Hohlkehlnaht ausgebildete Schweif3- oder
Loétnaht, die in Wirklichkeit an die Stelle der in der Theorie
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angenommenen Anschlufflache tritt. Im Bereich dieser Naht
sind merkliche Spannungsstorungen zu erwarten, insbesondere
werden der Ansatz und die Wurzel der Naht zu Spannungsspitzen
Anlal geben. Da die Spannungsspitzen fiir die zu erwartende
Dauerschwingfestigkeit des Bauteiles mallgebend sind — die
Ergebnisse dieser Arbeit werden ja im letzten Kapitel im
Hinblick auf die Dauerschwingfestigkeit diskutiert — wird im
folgenden versucht, unter Auswertung spannungsoptischer Ver-
suche der Literatur und eigener spannungsoptischer Versuche
Anhaltswerte fiir die GréBe dieser Spannungsspitzen zu erhalten.
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Bild 44. Scheibe mit unendlich breitem Pflaster.
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Bild 45. Doppelt abgesetzter Flachstab mit ,,Schlitzen.

Es liegt nahe, von der Scheibe mit einem Pflaster, dessen
Breite 2 b unendlich ist, auszugehen, Bild 44. In einem solchen
Bauteil liegt ein ebener Verzerrungszustand vor, es treten nur
Verzerrungen in einer Ebene senkrecht zur y-Achse auf. Die
Verteilung der Spannungen oy, 0z, Tx, in diesem Bauteil ist
bekanntlich dieselbe wie die in ecinem doppelt abgesetzten
Flachstab, in dem ein ebenes Spannungsfeld vorliegt, Bild 45.
Dieser doppelt abgesetzte Flachstab weist ,,Schlitze* auf, die
den Auflageflichen zwischen Pflaster und Scheibe entsprechen.

Der doppelt abgesetzte Ilachstab weist im Bereich der Naht
ein Spannungsfeld auf, das mit dem in einem einfach abgesetzten
Flachstab nach Bild 46 beobachteten Spannungsfeld iiberein-
stimmt, wenn, wie vorausgesetzt, 2 a > dpund 2 a > ds (Prinzip
von de Saint-Venant).

Bild 46 Bild 47 Grenon
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Bild 46. Einfach abgesetzter Flachstab mit ,,Schlitzen‘‘.
Bild 47. Einfach abgesetzter Flachstab ohne ,,Schlitze.

Aus der Literatur sind nur experimentelle Spannungsermitt-
lungen an einfach abgesetzten Flachstdben ohne Schlitze nach
Bild 47 bekannt. Ist on, die ungestorte Spannung des schméleren
Stabteiles, oxmax die hochste Spannung, die am Rand der
Hohlkehle auftritt, dann 146t sich eine Formzahl yy definieren
als das Verhiltnis:

Okmax

V=T (68)

Diese Formzahl yx wird von T%moshenko und Drietz [56],
Maris [57], Coker und Filon [58], Weibel [59] und Frocht [60]
fir kreisformige Hohlkehlen in Abhéngigkeit von den Ab-

messungsverhiltnissen D/d und R/d auf Grund spannungs-

optischer Versuche angegeben. Solakian [62] stellt fest, daB die
genannte Formzahl bei spiralférmigen Hohlkehlen besonders
klein ist.

Die Frage, inwieweit die Spannungsspitze der Hohlkehle sich
andert, wenn Schlitze in der Fortsetzung der Kante des schmale-
ren Stabteiles angebracht werden (Bild 46), 148t sich anhand
folgender Uberlegung kliren. In der Fortsetzung der Kante des
schmileren Stabteiles wird die in Bild 48 oben dargestellte
Spannungsverteilung geschatzt. Die Anbringung der Schlitze,
die nur Druckspannungen iibertragen kénnen, ist verbunden mit
der Anbringung der in Bild 48 unten dargestellten Belastung
am Rand der Schlitze. Da 2a > dp und 2 a > ds, halten sich
diese Randspannungen iiber die angrenzende Hohlkehlnaht im
Gleichgewicht. Da die genannten Randspannungen verhéiltnis-
miafig klein sind und auf dem kiirzesten Wege iibertragen wer-
den, entsteht eine ausgeprigte Spannungsspitze am Schlitzende,
wihrend die Spannungsspitze am Rundungsansatz nur gering-
fugig gedndert wird, wenn die Schlitzenden geniigend weit von
der Hohlkehle entfernt bleiben. Die Formzahl des Flachstabes
mit Schlitzen kann daher in erster Niherung der Formzahl des
Flachstabes ohne Schlitz gleichgesetzt werden.
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Bild 48. Geschétzte Spannungsverteilung im einfach abgesetzten
Flachstab.

Im Zusammenhang mit der Frage nach der GrofBe der Form-
zahl fiir die Hohlkehle abgesetzter Flachstibe sind die in
Bild 49 und 50 dargestellten Irgebnisse eigener spannungs-
optischer Versuche von Interesse. Die Versuche werden an einem
doppelt abgesetzten Flachstab mit Schlitzen durchgefiihrt. Ein
Mangel der Versuche ist es, daf} die Bedingungen 2 a > dp und
2 a > ds nicht erfilllt sind. Aus den dargestellten Ergebnissen
der Versuche ist zu ersehen, dafBl die GroBe der Formzahl yx der
Hohlkehle sich mit wechselnder Schlitzlinge nur wenig 4ndert,
daf} sie andererseits stark von der Form der Hohlkehle abhéngt.
Die flach ansteigende Hohlkehle mit Ausrundung am Ansatz
der Hohlkehle ergibt eine besonders niedrige Formzahl.
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Bild 49. Spannungsoptisch ermittelte Formzahlen yx und yy’
fir einen doppelt abgesetzten Flachstab mit ,,Schlitzen‘* in Ab-
héngigkeit von der Schlitzlange.
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Bild 50. Spannungsoptisch ermittelte Formzahlen yi und i’
fir einen doppelt abgesetzten Flachstab mit ,,Schlitzen in
Abhéngigkeit vom Anstiegswinkel der Hohlkehle.

In Bild 49 und 50 ist aullerdem eine Formzahl yy" aufgenom-
men, die als Verhdltnis der am Schlitzende beobachtbaren
groften Isochromatenordnung zur Isochromatenordnung im
ungestorten Zugstab definiert ist. Sie entspricht also dem
Verhiltnis der Hauptschubspannungen am Schlitzende zur
Hauptschubspannung im ungestorten Zugstab. Da die am
Schlitzende beobachtbare Isochromatenordnung aber von der
GroBe des verwendeten Modells abhdngt, darf die Formzahl .’
nur zum Vergleich der Spannungen am Schlitzende bei gleicher
Modellgrofie dienen. Auch ein Vergleich mit der Formzahl der

Hohlkehle ist unzuléssig. Theoretisch ergibt sich ja am Schlitz-
ende eine unendlich grofle Spannung, und die tatsdchlich an
dieser Stelle auftretende Spannung hingt von der GroBe gewisser
Bausteine des Werkstoffes, bei Metallen von der GroBe der
Kristallite, ab. Neuber [62] gibt eine fiir errechnete, steile
Spannungsspitzen sehr brauchbare Hypothese an, die aber im
vorliegenden Fall einer spannungsoptisch gemessenen Span-
nungsspitze nicht weiterfithrt. Aus dem Verlauf der Kurven fur
vk' in Bild 49 und 50 ist lediglich ersichtlich, daf3 groBe Schlitz-
langen, bei denen das Schlitzende der Hohlkehle nahekommt,
sehr hohe Spannungsspitzen am Schlitzende zur Folge haben
und daB} die flach ansteigende Hohlkehle auch am Schlitzende
besonders niedrige Spannungen zur Folge hat.

Es lassen sich also iiber die Grofle der Spannungsspitzen im
Bereich des Pflasteranschlusses eine ganze Reihe von Aussagen
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Bild 51. Verlauf der theoretisch ermittelten Spannungen oy bei

unendlich und endlich grofler Pflasterbreite.
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Bild 52. Gemessene Hauptspannungen o; und o2 in einem Zugstab (s. Bild 53) mit beidseitigen, stirnseitig angeschweillten Laschen
bei einer Zugkraft von 5 Mp.



62 D. Radaj, Scheibe mit Rechteckpflastern unter Zugbelastung

Grundlagen der Landtechnik
Heft 19/1964

machen, sofern nur die Pflasterbreite 2 b unendlich grof3 ist.
Im folgenden wird gezeigt, dall diese Aussagen in erster Néhe-
rung auch auf das Pflaster endlicher Breite 2 b iibertragen werden
konnen.

Nach Bild 51 unterscheidet sich das Pflaster endlicher Breite
vom Pflaster unendlicher Breite darin, dafl die nach dem in
dieser Arbeit dargestellten Néherungsverfahren errechneten
Spannungen o in der unendlich ausgedehnten Scheibe vor dem
Pflaster auf einen Maximalwert opmax ansteigen. Die Spannung
Opmax ist von der Lage des betrachteten Schnittes abhingig.
Es 1aBt sich fir die Scheibe mit einem Pflaster endlicher Breite
eine Formzahl y,, definieren als Verhéltnis opmax/oa:

Opmax

= (69)
Da fiir die Ableitung der Naherungslosung angenommen wird,
daf} die Pflasterlinge 2 a viel grofler als die Scheibendicke ds
und auch viel grofler als die Pflasterdicke dj, ist, mul} die Pflaster-
lange 2 a auch viel grofler sein als die die Nahtform kennzeich-
nenden GroBen, etwa der Radius R bei einer kreisformigen
Hohlkehle. Der in Bild 51 dargestellte Anstieg der Spannung ox
ist dann gegeniiber der Ausdehnung der Spannungsspitze eines
entsprechenden abgesetzten Flachstabes sehr flach und es kann

gesetzt werden
Om A Opmax (70)

Aus den Gln. (68), (69) und (70) lassen sich folgende neue
Gleichungen aufstellen:

_ Ok max Opmax (71)
oA Om  OA
Y ="VkVp (72)
Die GroBe der Spannungsspitzen im Bereich des Pflaster-
anschlusses ergibt sich also aus den nach dem Naherungs-
verfahren errechneten Maximalspannungen opmax und der
GroBe der Spannungsspitze des entsprechenden abgesetzten
Flachstabes.

Vergleicht man die an entsprechenden technischen Bauteilen,
also an Zugstiben mit ,,Laschen‘’, tatsichlich auftretenden
Spannungsspitzen mit den nach Gl. (72) errechneten Spannungs-
spitzen, dann muf} beachtet werden, dafl bei technischen Bau-
teilen die Zugstabbreite oft in der Grofenordnung der Laschen-
abmessungen liegt, die unendlich ausgedehnte Scheibe also nur
unvollkommen angenghert wird und dall Ungenauigkeiten der
Form und der Krafteinleitung einen sehr starken Einflull auf
die Ausbildung des Spannungsfeldes haben. Letzteres geht aus
den Spannungsmessungen an solchen Bauteilen von Ro$ und
Ceradini [63] und von Kloth [64] hervor.

Ein solcher Vergleich wird fiir das in Bild 52 und 53 dargestellte
Spannungsfeld eines Zugstabes mit stirnseitig tiber eine Hohl-
kehlnaht angeschlossenen, beidseitigen Rechtecklaschen durch-
gefiihrt. Das genannte Bauteil weist die Abmessungsverhaltnisse
a/b = 2,5 und dp/ds = 1,0 auf.

Ok max

Bild 53. Das Dehnungslinienbild des in Bild 52 dargestellten
Zugstabes (Verkleinerungsmafstab 1:5,5). Der Zugstab ist mit
Maybach-Reiflack iiberzogen. Die senkrecht zur gréBten Deh-
nung aufgetretenen Risse sind mit weiller Tusche nachgezogen.

AuBlerhalb des Bereiches der Anschlullndhte kann die Span-
nungsverteilung nach den Gln. (2), (3), (4), (5), (14), (21), (43),
(46), (49), (50) in grober Naherung berechnet werden. In Bild 54
sind errechnete und gemessene Spannungen gegeniibergestellt.

Andererseits werden die in der Hohlkehle der Naht sich
ergebenden Formzahlen y = 2,00 in Nahtmitte und y = 2,17
am Nahtende mit den nach Gl. (72) errechneten Formzahlen
verglichen. Fiir einen dem Bauteil in Bild 52 und 53 entsprechen-
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Bild 54. Vergleich von theoretisch und experimentell ermittelten
Spannungen ox.

den abgesetzten Flachstab mit D/d = 3,0 und R/d = 1,0 ergibt
sich nach Rkl [65] auf Grund einer Naherungsrechnung yi
= 1,20 und nach Frocht [60] auf Grund spannungsoptischer
Versuche yx = 1,22. Fir die dem Bauteil in Bild 52 und 53
entsprechende Scheibe mit Pflaster ergibt sich die Formzahl yp
aus den obengenannten Gleichungen zu y, = 1,35 in der Mitte
und yp = 1,54 am Ende des Pflasterrandes. Nach Gl. (72) ergibt
sich die Formzahl y = 1,63 in Nahtmitte und y = 1,86 am
Nahtende. Der Unterschied zwischen errechneten und gemessenen
Spannungswerten ist auf Form- und MeBungenauigkeiten zu-
riickzufiihren.

5. Konstruktive Folgerungen im Hinblick
auf die Dauerschwingfestigkeit

In der Einleitung zu dieser Arbeit wird darauf hingewiesen,
daf} die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit im Hinblick auf die
Dauerschwingfestigkeit interpretiert werden. Dabei wird davon
ausgegangen, dal3 die wichtigste MaBlnahme zur Erhéhung der
Dauerschwingfestigkeit die ist, alle der Einfachheit halber bei
ruhender Last und homogenem, isotropem, linear-elastischem
Werkstoff ermittelten Spannungsspitzen durch konstruktive
MaBnahmen moglichst niedrig zu halten.

Die in dieser Arbeit behandelte Scheibe mit Pflaster bzw. die
entsprechende Ausfithrung der Praxis, der Zugstab mit Laschen
weist am Nahtansatz und an der Nahtwurzel merkliche Span-
nungsspitzen auf, die Laschen stellen also beziiglich der Zeit-
oder Dauerschwingfestigkeit keine ,,Verstirkung* dar, wie man
in der Schweilitechnik lange Zeit glaubte, als man Stumpfnihte
mit Laschen abdeckte. An dauerschwingbeanspruchten Zug-
elementen sollten also Laschen grundsitzlich vermieden werden.
Oft werden aber Laschen von der Funktion des Bauteils vor-
geschrieben, oder es sollen iiber Laschen Krifte aufgenommen
oder eingeleitet werden (z. B. Lagerung von Wellen und Achsen),
oder es gelingt bei einem durch Querkraft gebogenen Stab eine
tatsichliche Belastbarkeitserhohung zu erreichen dadurch, daf3
man eine allseitig angeschweilte lange Lasche im Gebiet kleiner
Biegespannungen beginnen liBt. In all diesen Fillen wird es
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darauf ankommen, die bei ruhender Last und elastischem Werk-
stoffverhalten gemessenen Spannungsspitzen moglichst niedrig
zu halten.

Aus den Ausfihrungen zum Rechteckpflaster geht hervor,
daB kurze Laschen und Laschen mit kleiner Scheibendicke die
Spannungsspitzen im Zugstab vor der Lasche herabmindern.
Da das Spannungsfeld der unendlich ausgedehnten Scheibe nach
den Bildern 17 bis 19 an den Laschenecken Schubspannungs-
spitzen aufweist, ist den Laschenecken besondere Beachtung zu
schenken. Es ist zu erwarten, daBl ein Abschrigen nach Bild 55

abzurunden. Als Schweilnaht empfiehlt sich eine flach an-
steigende Hohlkehlnaht, die um die Rundung oder die Ab-
schragung herumzufithren ist. Einbrandkerben am Rundungs-
ansatz und mangelnder Einbrand an der Nahtwurzel sind zu

vermeiden.
_NG=° e~ Nontdlcke

mrrrrrrrW‘lTnTn‘n'n'rna =
v ~—a 40
e =0n5dp o= 0,5dp
ungleichschenkligeNaht - gleichsch. Nahi .

1

oder noch besser ein Abrunden der Laschenecken nach Bild 56 & nach Berechnung
» P 5 - : 5 gleichschenklige Naht

eine wesentliche Verkleinerung dieser Spannungsspitzen bringt. —
_ Bus NANRAARARnRRS R
: B'Ildf)ﬁ:: T T T T T T T T T T T T T
:[ - Bild 58. Ausbildung der Gurtplattenenden nach der Bundes-
= + = bahnvorschrift fiir geschweillte Eisenbahnbriicken DV 848.
b Bid57 Die einzige Vorschrift, die heute in Deutschland fir dauer-
= = schwingbeanspruchte Schweilverbindungen vorhanden ist, die
= = Bundesbahnvorschrift fiir geschweilite Eisenbahnbriicken DV 848
— - [66] schreibt fur Gurtplattenenden eine Ausfilhrung nach
= - Bild 58 vor, die den oben aufgefiihrten Konstruktionsrichtlinien

Bild 55. Rechteckpflaster mit abgeschriagten Ecken.
Bild 56. Rechteckpflaster mit abgerundeten Ecken.
Bild 57. Rautenpflaster.

Bekanntlich weist ja ein rechteckiger starrer Einschlul mit
abgerundeten Ecken nach Sawin [14] in der Anschlufllinie keine
besonders hohen Schubspannungen auf.

Wesentlichen Einflufl auf die GroBe der Spannungsspitzen hat
nach den Ausfithrungen des vorangegangenen Kapitels die Form
der Naht und die Lage der Nahtwurzel. Eine flach ansteigende
Naht mit Ausrundung des Nahtansatzes und hoher ,,Einbrand‘‘
der Naht sind anzustreben. Ein Abschriagen der Laschen wirkt
in dieser Richtung, wie man sich an Schnittflichen in Richtung
der duleren Zuglast leicht klarmacht. Allerdings bringt ein
starkes Abschrégen, also eine Lasche nach Bild 57, keinen Vorteil.
Diese Bauform entfernt sich von dem in dieser Arbeit behandelten
Problem so stark, dall die Ergebnisse dieser Arbeit nicht mehr
anwendbar sind.

Folgende konstruktiven Empfehlungen sind also angebracht.
Rechtecklaschen auf Zugelementen sind moglichst kurz und
moglichst diinn auszufithren, die Ecken sind abzuschrégen oder

entspricht. Die Ausfilhrung nach Bild 58 ist auf Grund von
Dauerschwingversuchen entwickelt worden, die der Deutsche
Ausschuf fiir Stahlbau in den Jahren 1935 bis 1937 in der
Materialpriifungsanstalt der Technischen Hochschule Stuttgart
unter Prof. O. Graf im Zusammenhang mit der geplanten, oben-
genannten Bundesbahnvorschrift durchfithren lieB [67]. Die
Tatsache, dafl die Beachtung der Spannungsfelder zu denselben
Bauformen fiithrt wie Dauerschwingversuche, unterstreicht die
grofle Bedeutung der Spannungsermittlung fiir die konstruktive
Entwicklung.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Spannungsfeld in der
zugbelasteten, unendlich ausgedehnten Scheibe mit stirnseitig
angeschlossenen, beidseitigen Rechteckpflastern unterschied-
licher Dicke und unterschiedlichen Abmessungsverhéltnisses
nach Methoden der klassischen Elastizitatstheorie bestimmt.
Das angegebene Verfahren wird auf flankenseitig und ringsherum
angeschlossene beidseitige Rechteckpflaster ausgedehnt. Die
errechneten Spannungsfelder werden mit gemessenen Span-
nungsfeldern verglichen. Konstruktive Folgerungen im Hinblick
auf die Dauerschwingfestigkeit werden aufgezeigt.
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Der Arbeitsvorgang bei der Drahtwdélzegge

Von Walter Sohne, Braunschweig-Vélkenrode

Die Aufgaben der Gerite fiir die Nachbearbeitung des Bodens
nach dem Pfliigen bestehen darin, grobe Schollen zu Kriimeln
zu zerkleinern, die rauhe Ackeroberfliche einzuebnen, grofle
Zwischenraume und Poren zu beseitigen und so fir das Aufgehen
der Saat optimale Umweltbedingungen zu schaffen.

Grobe Schollen konnen durch Walzen verschiedener Form,
vor altem Rauhwalzen (Stern-, Cambridge- und Croskillwalzen),
die die Schollen von oben zerdriicken, durch von oben eindrin-
gende Stacheln und durch den Anstol von horizontal sich
bewegenden Eggenzinken zerkleinert werden. Eine rauhe Acker-
oberfliche wird durch Eggen oder Schleppen eingeebnet. Die
groflen Zwischenrdume zwischen den Schollen werden beim
Zerkleinern derselben sowohl beim Walzen wie beim Eggen
_durch Kriimel aufgefiillt. Zur Beseitigung grofler Zwischenrdaume
in einer Tiefe von 10—20 cm benutzt man den Untergrund-
packer.

Neben diesen ilteren, konventionellen Geraten haben nach
dem Kriege besondere Wilzeggen aus Stachelsternen und zwi-
schen diesen verspannten Drahten, die eine Drahtwalze bilden,
sogenannte Kombikriimler, zunehmend an Bedeutung gewonnen,
Bild 1. Im folgenden soll der Arbeitsvorgang dieser Gerite an
Hand von Bahnkurven der Stachelspitzen und der Spanndrihte
untersucht werden, um deren besondere, auffallend giinstige
Wirkung zu erklaren.

Die Bahnkurve eines Punktes am Auflendurchmesser eines
mit Schlupf abrollenden Rades oder einer Walze, Bild 2, 1afit
sich durch die Gleichungen

z=7r[(l —o)wt—sinwt]

y=71(l —coswt)
und die Geschwindigkeit durch die Gleichungen

vx=rw(l —g—coswt)

vy =rwsinwt
darstellen. r w t (1 — o) ist der von der Achse zuriickgelegte Weg
und 7 w (1 — o) die Geschwindigkeit der Achse. w t bedeutet den

Winkel im Bogenmal} aus dem Produkt der Winkelgeschwindig-
keit w und der Zeit ¢.

Lauft ein Rad ohne Schlupf ¢, so beschreibt die Bahnkurve
eines Punktes auf dem RadauBlendurchmesser in der Beriihrung
mit einer starren Bodenoberfliche eine Zykloidenspitze. Diese
Zykloidenspitze entartet zu einer Zykloidenschleife bei positivem
Schlupf (antreibendes, ziehendes Rad) und zu einem offenen
gekriimmten Bogenverlauf bei negativem Schlupf oder Rutsch
(gezogenes Rad mit Bremswiderstand). Ein nur aus Stachel-
sternen oder nur aus einer Drahtwalze bestehendes Gerét wiirde
anndhernd schlupf- oder rutschlos abrollen. Bei einer Walzegge,
die aus beiden kombiniert ist, laufen die Stachelsterne mit
Schlupf und die Drahtwalze mit Rutsch ab.

Privatdozent Dr.-Ing. Walter Sohne ist Abteilungsleiter vm Institut
fiir landtechnische Grundlagenforschung (Direktor: Prof. Dr.-Ing.
W. Batel) der Forschungsanstalt fiir Landwirtschaft Braunschweig-
Volkenrode.

Eine Drahtwilzegge, auch Kombikriimler genannt, mit einem
iiber die Spitzen gemessenen Durchmesser von 28,6 ¢cm und einem
rechnerischen Umfang von 89,6 cm legt bei verschiedenen Boden-
zustdnden und Geschwindigkeiten die in Tafel 1 angegebenen
Wege zuriick; der im Mittel zuriickgelegte Weg betriagt danach

\ _ gebremstes Rad
1‘ ‘ ! ’ |
angefriebenes Rad | \
&

L |
0 20 10 0 -0 -20%
-
Schlupf - Rutsch

Bild 2. Zykloiden eines starren Rades auf starrer Fahrbahn, ohne
und mit 209, Schlupf bzw. Rutsch.

Tafel 1. Zuriickgelegter Weg der Wiilzegge nach 10 Umldufen *).

Durch- Umfang
messer (crrechnet)
cm cm
Stachelsternc 28,6 89,6
Drahtwalze
neben den Stachelsternen 21,0 66,0
in der Mitte zwischen den Stachelsternen 19,4 60,9
Belastung w+ Weg
Zustand des (.‘erﬁt:s . zuluckgt?leg.ti,l Yv‘_b
des mit Zusatz- Avbeitsgeschwindigkeit in km/h
LoBbodens gewichten 0,6 5,0 7,0 9,0
kp cm cm cm cm
abgesetzt, fest 0 800 770 770 835
abgesctzt, fest 50 790 790 790 835
gepfliigt 0 790 770 750 790
sepfliigt 50 765 755 780 770
gepfliigt und geegat 0 800 760 790 —
gepfliigt und geeggt 50 790 770 770 770
gepfligt und geeggt 140 800 745 830 =3

*) Die Messungen wurden von Herrn Kligel, Institut fiir Bodenbearbeitung
der I'AL, durchgefithrt.





