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Die [reie Wurfbewegung ist ein wichtiger Bestandteil
vieler landtechnischer Prozesse. Weit verbreitet ist beispiels-
weise die Wurfférderung fiir die Beladung von Hingern
durch Erntemaschinen mit Stroh- oder Griinguthécksel,
Ballen, Riibenblatt u.&. Mit Hille von Bandschleudern,
Wurfbiandern und anderen Einrichtungen wcrden landwirt-
schaftliche Produkte mit Schiittgutcharakter im Bereich der
Innenwirtschaft, in Speichern oder Verarbeitungsbetrieben
sehr hiufig iber kurze Entfernungen durch Wur{ trans-
portiert. Aullerdem wiiren die vielfiltigen Verteilungs-
prozesse fiir Diingemittel, Pflanzenschutz- und Schidlings-
bekimpfungsmittel und eventuell auch fiir Saat- und
Pflanzgut zu nenncn, bei denen ebenfalls einc freic Wurf-
bewegung von Einzelteilchen oder Teilchenkollektiven
criolgt.

Bei einigen dieser Vorginge ist der Einflufl des Luftwider-
standes aufl dic Bewegungsbahn nicht zu vernachlissigen.
Die exakte Berechnung der Wurfbahn mit Luftwiderstand
bereitet einige mathematische Schwierigkeiten. Im vor-
licgenden Beitrag sollen dazu einige Niaherungsverfahren
zusammengestellt und ihre Giiltigkeitsbereich untersucht
werden.

1. Bewegungsgleichungen fir den Wurf
mit Luftwiderstand

Die Ableitung der Gleichungen erfolgt fiir die Bewegung
des LEinzelteilchens in ruhender Luft. Bei vielen der ge-
nannten Vorgiinge handelt es sich jedoch nicht um die Be-
wegung von Einzelteilchen. Vielmehr besitzt der sogenannte
Wurfstrahl meist eine sehr groBfie Feststoffkonzentration,
d. h., die Teilchen haben untereinander einen geringen
Abstand. Dic daraus resultierende gegenseitige Beeinflussung
zwischen den Teilchen wirkt sich insgecsamt stark auf die
Bewegungsbahn eines solchen Wurfstrahles aus. Sie ver-
ursacht eine Verminderung des effektiven Luftwiderstandcs,
so daBl der Wurfstrahl im Mittel eine gréfere Wurfweite
als das Einzelteilchen erreicht. Niheres hierzu ist [1] zu
entnehmen.

Fiir das fliegende Einzelteilchen liefert das Kraftegleich-
gewicht folgende Differentialgleichungen (Bild 1):

m-z4 W.cosy =0 (1)

m-y+m-g+4+ W.siny =0 (2)
Die Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, dafl die
Luftwiderstandskraft W die Richtung der Relativgeschwin-
digkeit bzw. der Bahntangente hat. Aullerdem kénnen fir
diese Rechnung Auftriebskriifte durch Teilchenrotation und
auch der archimedische Auftrieb wegen por 3 o1, (or Dichte
des Teilchens, g1, Dichte der Luft) [2] vernachlissigt werden.
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Bild 1. Krifte am fliegenden Teilchen
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Ndherungslosungen fir die Berechnung
der Wurfbahn mit Luftwiderstand*

Fiir dic Widerstandskrafv 1V gilt

W=y P 3)

p

Der Widerstandsbeiwert ¢y, ist fiir ein ruhcndes Einzel-
teilchen im Parallelstrom abhingig von der Form und der
Rcynoldszahl, im tiberkritischen Bereich (turbulente Grenz-
schicht) zusitzlich noch von der Oberflichenrauhigkeit der
Teilchen sowie vom Turbulenzgrad der Strémung. Die
Reynoldszahl wird gebildet aus dem Teilchendurchmesser d,

der Anblasgeschwindigkeit s und der kiucmatischen Zahig-
keit des umgebenden Mediums v (He = d-é/v). Im unter-
kritischen Bereich kann allgemein gesetzt werden [2]

Cw ~ Re* (x =0...1). (4)

Auller durch den fiir die interessierenden Tecilchenarten
schwer crfabaren c¢y-Wert wird die Widerstandskraft vor
allem noch von der Anstréomfliche F beeinfluflt, die keincs-
falls leichter zu bestimmen ist.

Zur Vereinfachung werden deshalb meist alle den Wider-
stand beeinflussenden Teilcheneigenschaften in der Sink-
oder Schwebegeschwindigkeit vg zusammengefaf3t, die sich
experimentell relativ cinfach ermitteln 1aft.

o = Vzk -
oL - Cw - IF

Fir die Widerstandskraft gilt somit

wo_ (:s_>z ( 6;

m-g Vs

1.1. Naherung 1 firr c,, = const

In der ersten Niherungsldsung wird cy = const gesetzt.
Diese Vercinfachung ist vor allem fiir Teilchen mit scharfen
Kanten im Bereich mittlerer Reynoldszahlen zulissig. Sie
gilt dariiber hinaus aber auch fiir andere Teilchenformen,
beispielsweise fiir Kugeln im Bereich Re =~ 103 bis 105.

Aus Bild 1 lassen sich folgende Beziehungen ableiten:

a'c=s'-cosy (7)

2
m-%—|—m~g-cosy=0 9)

- R =% (10
dy
Werden die Gleichungen (6) bis (10) zur Umformung von
Gl (1) benutzt, dann ergibt sich dafiir folgende Form [3]:
: $3
d(S'COS’}l)—ﬁd’y=O ' (11)

8

y=s-siny (8)

Diese wird fiir die Integration noch mit 1/(s- cos y)* multi-
pliziert
d (s - cosy) =i_ dy (12)

(s - cos y)? vs?  cos?y

Bild 2. Wurfbahnen fiir verschiedene Luftwiderstinde (v4/vg) bei einem
Abwurfwinkel von 45° nach Niitherung I
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Die Integration licfcx-_ﬁ dann mit den Anflangsbedingungen
im Abwurfpunkt A (s = ¢a, y = ya) [olgende Losung:

- e
& 1 i
% siny—}-‘icos?y-ln——w—}-? ccosty - C
2 1—siny (13)
P S . - S WV T ... < FTPY
1—sinyA

vafvs ist die den Luftwiderstand kennzeichnende Rechen-
groBe. Der Grenziibergang vafes ~» 0 liefert die entspre-
chenden Beziehungen fiir dic Bewegung ohne Lultwider-
stand. Die Wurfbahn crhilt man durch numerische [ntegra-
tion der Gleichungen

52 .

de=—— . dy (15)
g .
o2

dy=——-tany dy (16)
8

unter Verwendung von s = [ (y) in der Form x = f (y),
y = [ (y). Die Integration wurde mit eciner Schrittweite
4y = 3° durchgefithrt. Das Ergebnis ist fiir einige Para-
meterkombinationen im Bild 2 dargestellt. Dic dimensions-
lose Darstellung erhoht dabei die Aussagelihigkeit der Ergeb-
nisse. So_veriindert sich beispielsweise fir ¢5/0s > 50 die
Form der dimensionslosen Wurfbahn 2. g/va%2 = f (y- g/va?)

praktisch nichit mehr, da der Summand mit v4/vs dann nur

noch geringen LinfluB auf die Integrationskonstante C
hat (14).

1.2. Ndherung Il fir ¢, = const und x >y

Niherung I gestattet keine geschlossene Lésung der Bewe-
gungsgleichungen. Numecrische Verfahren erschwerten die
Anwendung diescr Beziehungen. Fiir Niherung IT wird des-

halb neben ¢ = const zusitzlich noch z > ¥ gesctzt,
Letzteres gilt in erster Linie [iir flache Wurfbalinen. Die

Komponenten der Widerstandskralt sind wegen VW ~ <2
Wy =1 -cosy ~ s cosy bzw. Iy ~ 52
Wy =W.siny ~ $? - siny bzw. Wy ~s-y

Fiir 2 > vy kann POy gesetzt werden, so dall dann gilt
Wy ~ a2 (17)
Wy~ 34 (18)

Dice Gleichungen (1) und (2) erhalten dann dic Form

a4 Lt =0 (19)
[
gt L vy =0 (20)
8

Dieses System gestattet cinc geschlossenc Lésung. Dic
Wurfbahn ergibt sich mit den Anfangsbedingungen im

Abwurlpunkt
t=0:a.L‘=vA~cosyA, x =0
g)=VA~sinyA, y=0

in Parameterdarstellung der Form x = {(t), y = (t), bzw.
in dimensionsloser Schreibweise

Dic Gleichung der Wurfbahn mit den Parametern ¢4 /o und
ya lautet dann

7 1 2
% ;I - ——— + tan pa 5
;,AZ . O A 2 (,AZ

2 [-=] costya

g
9 78 (_A)
1 a2\
] e T (23)

4
A

4 (—) cos?ya
Vs

Der Grenziibergang vafes ~> O liclert dic Bezichungen der
Bewegung ohne Luftwiderstand.

1.3. Néherung Ill fir ¢, ~ 1/s

In der Literatur findet man hiulig die Anwendung der Ver-
einfachung ¢, ~ 1/3 zur Losung der Differentialgleichungen
fiie die Wurfbewegung [4] {5]. Exakt gilt diesc Bezichung
jedoch nur [iic Kugeln im Bereich sehr kleiner Reynolds-
zahlen (Re = 1). Die genannten Bewegungsvorgiinge aus
dem Bereich der Landtechnik verlaufen im allgemeinen
jedoch bei wesentlich gréBeren Reynoldszahlen, so daB sich
mit dieser Vereinfachung nur einc schr ungeniigende Niihe-
rungslésung fiir die interessicrende Wurfbahn ergibt.

Mit ¢y ~ 1/s ist W ~ s und Wy ~ 2. Iy ~ 3

Dic Gleichungen (1) und (2) crhalten dann die Iform

i+ & e =0 (24)
s
y+eg+ = oy=0 (25)

Line geschlossene Losung ist aneh hierbei méglich. Mit den
gleichen Anfangsbedingungen wic [fiar Niherung I ergibt
sich die Wurfbahn zunichst in Pavameterdarstellung.

—al fpa
VA \Vs

e €os ya y
oA A (26)
s | .
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(27)
Dic Gleichung der Wurfbahn in der Forin
Yy - g/val = (v - g/va?) lautet dann
1 g
"ig_ — + tan YA g
oAl (vA) A
=] casya
Vs
ETN ) 1_3(";‘) L (28)
s | COSya

A 2 ‘)A2
Vs

2. Vergleich der Ndherungslésungen

Nach dem Grad der Vereinfachungen ist mit Néiherung I fiv

rg 1 ot [va\2 5 p ¢

3‘2 = . In [“— (—) cosya + 1] (21) die cingangs genannten Vorginge dic beste Annidherung an

VA (V_A> CA \Ys die tatsiichlichen Verhiltnisse zu erwarten. Die Ergebnisse
s diescr Rechnung werden fir den Vergleich deshalb als

gt
yg 1 1 . tan t [va\? 2 1 fgt\2
LN I | S — 2 A1 YAL g, B (ta cosys+ 1| — 2 — = (22)
YA \Ys YA -

(’AZ 2 A 4 2 CA 2
— | cosiya —
i's Vs

<VA>2 :
— | cosya
i’
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Bild 3.  Wurfbahnen mit cinem Abwurfwinkel von 45° und vpfeg = 1
fir die 3 Naherungsldsungen
Bild 4. Untersehiede zwischen den 3 Niherungslésungen fiir die Wurl-
weite im Miindungshorizont
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BezugsgroBen benutzt. Fiir die Darstellungen wird die am
meisten intercssicrende GréfBle, die Wurfweite in cincr hori-
zontalen Ebene, die den Abwurfpunkt enthilt, herangezogen
(Bild 3). Dicse Ebene wird in der Ballistik als Mindungs-
horizont bezeichnet. Die Abweichungen von den Ergebnissen
nach Néherung I sind durch

X1 — Xu X1— Xm

X; X
nach Grific und Vorzeichen bestimmt (Bild 4).
Der Vergleich wurde durchgefiihrt bis va/og = 50. Aus
Bild 4 ist ersichtlich, daB besonders im Bereich kleiner

Abwurfwinkel und kleiner Luftwiderstinde eine gute Uber-
einstimmung zwischen den Niherungen I und IT besteht.

und

Die Voraussctzung & > y ist fiir kleine Abwurfwinkel am
besten erfiillt.

Mit zunehmendem Luftwiderstand verringert sich der Ab-
wurfwinkel, mit dem cine maximale Wurfweite im Miin-
dungshorizont errcicht wird. Bild 5 ist zu entnchmen, daf3
fiir vafvs > 1,8 mit p4 = 30° eine grolere Weite erreicht
wird als mit y5 = 45° (Nédherung I). Im Gegensatz zu I
und III weist Ndherung II diese fiir die Bewegung mit Luft-
widerstand typische Tendenz nicht auf. Fiir diese Niherung
ist der optimale Abwurfwinkel unabhédngig vom Luftwider-
stand 45°.

Dieser Effekt tritt jedoch bei kleinen Verhiltnissen ¢y /o,
wie sie bei den meisten Vorgéngen in der Landtechnik auf-
treten, nicht sehr stark in Erscheinung, so da die Nihe-
rung II hierfiir cine brauchbare Lésung darstellt, die zur
Berechnung der interessierenden Werte keine mathema-
tischen Schwierigkeiten bereitet.

Neben den’ geringen Abweichungen zwischen den Nilic-
rungen I und II (Bild 4) zeigt auch der Kurvenverlauf
2 - gfva® = [(vafos) fiir beide Naherungen die gleiche Ten-
denz (Bild 5). Eine véllig anderc Tendenz ergibt sich fiir
diese Funktion nach Niherung III. Durch den Giltigkeits-
bercich der zugrundegelegten Vereinfachungen liefert dicse
Niherungslsung fiir die meisten Vorgiange aus dem Bereich
der Landtechnik keine brauchbaren Ergebnisse.

3. Einige Ergebnisse experimenteller
Untersuchungen

Zur prinzipiellen Bestiitigung der angegebenen Beziehungen
sollen in diesem Rahmen noch einige Ergebnissc experimen-
teller Untersuchungen dargestellt werden. Im Bild 6 sind
~der Kurvenverlauf Xoo/X, = {(va/vs) nach Naherung I und
cinige MeBpunkte eingezeichnet. Xoo bedeutet die Wurfweite
der Einzelteilchenbewegung, also ohne gegenseitige Beein-
flussung. X ist die Wurfweite ohne Luftwiderstand.

Xoo ist dabei der Mittelwert aus einer groleren Zahl von
Versuchen, bei dencn die Teilchen mit einer Bandschleuder
abgeworfen und auf einer mit Raupenleim bestrichenen
Rasterfliche aufgefangen wurden. Es ist ersichtlich, daB
sich die Mepunkte relativ gut auf der theorctischen Kurve
anordnen. Die Abweichungen resultieren hauptsichlich aus
den der Rechnung zugrundegelegten Vereinfachungen, der
fehlerbchafteten Bestimmung der Sinkgeschwindigkeit, den
MeBfehlern fiir die Anfangsbedingungen der Wurfbewegung
und denen fiir die Wurfweite sclbst. Die Voraussetzungen
der Rechnung werden am besten von den Riiben und am
schlechtesten vom Weizen erfiillt. Beim Weizen ist das vor
allem durch die Eigenbewegungen wihrend des Fluges, also
das Pendeln um einen Mittelwert des Luftwiderstandes
bedingt.

Der theoretische Kurvenverlauf wird jedoch nur erfillt,
wenn fiir va/vs ~)0ps einen endlichen Wert hat und
vg ~) oo gilt, d. h., daB der Widerstand der Teilchen gegen
Null geht. Die eingetragenen MeBpunkte ergaben sich fiir
die verschicdenen Teilchenarten jedoch aus vs = const und
va ~) 0. In diesem Fall geht mit v4/vg ~) 0 auch Xoo/X | ~) 0.
Dadurch ergibt sich die starke Abweichung der McBpunkte
von der theorctischen Kurve im Bereich kleiner Werte v4/0g.
Hinzu kommt die Zunahme des ¢y-Wertes der kugeligen
Teilchen Wicken und Glas mit sinkender Reynoldszahl
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